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DEGLI ELEMENTI 



1 . li, solido è quello clic ha lunghezza, lar- 
ghezza e profondila. 

a. Il termine del solido è la superficie. 

3. La linea retta è perpendicolare al pianò, 
quando fa gli angoli retti con tutte le linee 
rette che la incontrano , e sono nel piano sot- 
toposto. 

4. Il piano è perpendicolare al piano, quando 
le linee rette che si tirano in un piano perpen- 
dicolari alla loro comune sezione^ sono perpen- 
dicolari all’altro piano. 

5. Se dal termine sublime di una linea retta 
inclinata al piano si tiri sopra di questo la per- 
pendicolare, indi si congiuugano i punti della per- 
pendicolare e della inclinata posti nel piano ; 

1’ angolo acuto , che da una tal congiungcnte c 

* 
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dalla inclinata si contiene , è l’ inclinazione 
della linea retta al piano. 

6. L’ inclinazione del piano ad un altro piano 
è l’angolo acuto, clic si contiene da due lince 
rette perpendicolari alla comune sezione de’ pia- 
ni, tirate ad un medesimo punto di essa , una 
in un piano c 1’ altra nell’ altro. 

7. Il piano al piano è detto similmente in- 
clinarsi, che un altro ad un altro, quando gli 
angoli delle inclinazioni sono uguali fra loro. 

8. 1 piani paralleli son quelli , che prolun- 
gali da ogni parte mai non si uniscono. 

g. L’ angolo solido è quello , clic si contiene 
da più di due angoli piani , i quali non sono 
in un medesimo piano , c vanno co’ loro verti- 
ci a costituirsi in un punto. 

10. La decima definizione si è omessa per le 
ragioni che si diranno nello scolio della prop. 28. 

11. Le ligure solide simili son quelle , che 
hanno gli angoli solidi uguali, ciascuno a cia- 
scuno, e son contenute da piani simili fra loro, 
ed uguali di numero. 

12. La piramide è una figura solida conte- 
nuta da piani, la quale da un piano si costitui- 
sce ad un punto (1). 


(1) Se questa definizione di Euclide , la quale por 
altro è elegantissima , non si creda troppo chiara per 
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» E secondo che un tal piano, che le serve 
» di base , è un triangolo, un quadrilatero ov- 
» vero un poligono; si dirà la piramide trian- 
» gol are , quadrangolare ovvero poligona. 

1 3 . Il prisma è una lìgura solida contenuta 
da piani , de’ quali due clic sono opposti , sono 
uguali e simili e paralleli; ma gli altri sono pa- 
rallelogrammi. 

» E si dirà il prisma triangolare , quadran- 
ti golare ovvero poligono , secondo che ciascu- 
» no di que’ due piani opposti, clic gli servono 
» di base, ò un triangolo, un quadrilatero , ov- 
» yero un poligono. 

14. La sfera è la figura clic vien descritta , 
allorché un semicerchio , stando fermo il suo 
diametro, si aggira intorno, fino a che perven- 
ga al medesimo luogo dal quale avea comincia- 
to a muoversi. 

1 5 . L’ asse della sfera è la retta immobile in- 
torno alla quale si aggira il semicerchio. ‘ 

16. Il centro della sfera ò lo stesso clic quello 
del semicerchio. 


la mente de’ principianti , le si potrà sostituire que- 
st’ altra » se da tutti i vertici degli angoli di un retti- 
» lineo si tirino ad un punto sublime altrettante lince 
» rette, la figura solida contenuta dagli emergenti trian- 
» goli, e dal rettilineo sottoposto , si dirà piramide. » 
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17. LI diametro della sfera è ogni retta clic 
passa per lo centro , ed è terminata da ambe le 
parti dalla superficie sferica. 

18. Il cono è la figura ebe vicn descritta , 
allorché un triangolo rettangolo , stando fermo 
uno de’ suoi cateti , si aggira intorno, fino a clic 
pervenga al medesimo luogo dal quale avea co- 
minciato a muoversi. 

ig. L’ asse del cono è il cateto immobile in- 
torno al quale si aggira il triangolo. 

20. La base del cono è il cerchio descritto 
dal cateto clic si muove intorno. 

21. Il cilindro è la figura che vicn descritta, 
allorché un parallelogrammo rettangolo, stando 
fermo uno de’ suoi lati, si aggira intorno, fino 
a clic pervenga al medesimo luogo dal quale avea 
cominciato a muoversi. 

22. L’ asse del cilindro è il lato immobile 
intorno al quale si aggira il parallelogrammo. 

20. Le basi del cilindro sono i cerchi de- 
scritti da'due lati opposti del parallelogrammo, 
i quali si muovono intorno. 

24. I coni ed i cilindri simili sono quelli, 
clic hanno gli assi proporzionali ai diametri del- 
le basi. 

25 . Il cubo è una figura solida contenuta da 
sci quadrali uguali. 
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n6. Il tetraedro è una figura solidi contenuta 
da quattro triangoli equilateri ed uguali. 

527. L 'ottaedro è una figura solida contenuta 
da otto triangoli equilateri ed uguali. 

28. Il dodecaedro è una figura solida conte- 
nuta da dodici pentagoni equilateri, equiangoli 
ed uguali. 

2g. L’ icosaedro è una figura solida contenu- 
ta da venti triangoli equilateri ed uguali. 

PROP. I. TEOR. 

Non può essere di una linea retta parte 
in un piano , e parte in sublime. 

Sia, se è possibile, della linea retta ABC (fig-< ) 
la parte AB nel sottoposto piano , e la parte BC 
in sublime. Vi sarà per dritto alla AB, e con- 
tinuata nel medesimo piano un’altra linea retta 
(post. 2. /.) , la quale sia BD : in tal modo sa- 
rebbe alle linee rette ABC, ABD comune il seg- 
mento AB , lo che ripugna ( cor. prop. i 3 . 1 . ) 
Quindi non può essere di una linea retta parte 
in un piano , e parte in sublime C. B. D. 
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PROP IL T E O R. 

Due linee rette , che scambievolmente si se- 
gano, sono in un piano; ed ogni triangolo 
consiste in un piano. 

Le due linee rene AB, CD (Jìg. i>.) si scelli- 
no fra loro nel punto E : dico le AB , CD es- 
sere in un piano ; ed ogni triangolo consistere 
in un piano. 

Si prendano nelle BE , CE quali punti si 
vogliano F , G ; e si congiungano CB , FG ; e 
si tirino FK, GH. Se del triangolo EBC sia la 
porzione FKC ovvero G13II nel sottoposto piano , 
e la rimanente in un altro; sarà anche di una 
delle lince rette EB , EC una parte nel sotto- 
posto piano, ed una parte in sublime. E se del 
triangolo EBC la porzione FGBC sia nel sotto- 
posto piano, e la rimanente in un altro; sarà di 
amenduc le linee rette EB , EC una parte nel 
sottoposto piano , ed una parte in sublime , lo 
che è assurdo (prop.prec .) ; adunque il triangolo 
EBC consiste in un piano. Ma in qual piano è 
il triangolo EBC , nel medesimo sono le due 
lince rette EB , EC ; cd in qual piano sono le 
due EB, EC, nel medesimo sono ancora le AB, 
CD ; quindi le due linee rette AB , CD , che 
scambievolmente si segano , sono in un piano ; 
cd ogni triangolo consiste in un piano. C. B. D. 
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SCOLIO. 

Da questo toor. ognuno può rilevare che tre 
punti non posti jpcr dritto sono sempre in un 
piano. 

Il Simson crede la seconda parte della enun- 
ciazione » ed ogni triangolo consiste id un 
piano » essersi da taluno viziata : perchè , egli 
dice, tutte le figure definite nel I. Lib. degli Ele- 
menti sono per ipotesi figure piane, cioè de- 
scritte in un piano, e fra le altre il triangolo; 
e può una superficie convessa essere terminata 
da tre linee rette. 

Nuliadimeno ho voluto seguire il testo greco, 
al quale si sono uniformati Commandini , Gre- 
gory , Clavio, Viviani cd altri interpreti di Eu- 
clide, per dimostrare l’ inverso della definizione, 
cioè , che ogni triangolo consiste in un piano. 
Ed in vero , anche nel I. Lib. degli Elementi 
si definì una superficie piana terminata da quat- 
tro linee rette dirsi quadrilatero; pertanto non 
e generalmente vero che ogni quadrilatero con- 
siste in un piano. 
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P R O ’P. III. T E O R. 

Se due piani scambievolmente si seghino , 
la loro comune sezione è una linea retta. 

I due piani AB, BC (fig-3 .) si scellino fra loro ; 
e la connine sezione sia la linea DB. Dico la linea 
DB essere retta; perciocché, se non sia cosi, si 
tiri dal punto B al punto D nel piano AB la 
linea retta BED; c nel piano I3C la linea retta 
DFB : in tal modo le due lince rette DEB , 
DFB avranno i medesimi termini c conterran- 
no spazio, lo che non può essere ( ass. io. I. ); 
adunque la linea DB comune sezione de’ piani 
AB, BC è retta. Quindi se due piani ec. C. B. D. 

■\ 

PRO P. IV. T E O R. 

Se una linea retta a due altre linee rette che 
scambievolmente si segano , sia perpendico- 
lare nella loro comune sezione ; sarà ezian- 
dio perpendicolare al piano che passa per 
le dette due linee. 

La linea retta EF (Jìg.4 .) sia perpendicolare 
alle due AB , CD nel punto E, nel quale esse 
scambievolmente si segano : dico essere la EF 
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anche perpendicolare al piano che passa per le 
due AB , CD. 

Si prendano le lince rette AE, EB, CE, ED, 
uguali fra loro ; e per E si tiri in qualunque 
modo nel piano, clic passa per le AB, CD, la 
linea retta GEI! ; c si congiungano le AD, CB; 
e da qualsivoglia punto F della retta EF si 
tirino le FA , FG , FD , FC , FU , FB. 

E poiché le due linee rette AE , ED sono 
uguali alle due lince rette BE, EC; e conten- 
gono gli angoli uguali AED, BEC (prop. *5./.); 
sarà la base AD uguale alla base BC, e l’angolo 
DAE uguale all’angolo CBE (prop. 4- /. ). Ma 
ancor 1’ angolo AEG è uguale all’ angolo BEII 
(prop. t5. l.)\ sono dunque due triangoli AGE, 
BILE che hanno due angoli uguali a due angoli 
ciascuno a ciascuno ed un lato AE uguale ad un 
lato EB, il quale è adjacentc agli angoli uguali; 
quindi avranno i rimanenti lati uguali a’ rimanenti 
lati (prop. ù6. I.) cioè GE uguale ad EH, cd AG a 
BII. Ed essendo la A E uguale allaEB, e la FE co- 
mune e ad angoli retti, sarà la base AF uguale 
alla haseFB; e per la medesima ragione la CF 
sarà uguale alla FD (prop. 4. 1.). Oltre a ciò, 
perchè la AD è uguale alla BC , e la AF alla 
FB, saranno le due FA, AD uguali alle due FB, 
BC , ciascuna a ciascuna : ma si c dimostrata la 
base DF uguale alla base FC, dunque l’angolo 
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FAD è uguale all’ angolo FBC ( prop. 8. I. ). 
Or si è dimostrata la AG uguale alla fili, ed 
ancora la AF uguale alla FU , dunque le due 
FA , AG sono uguali alle due Ffi , BH ; e 
1’ angolo FAG si è dimostrato uguale all’ango- 
lo FBHj quindi la base GF è uguale alla base 
FII (prop. 4- /■ )• Finalmente si è dimostrata 
la GE uguale alla Eli , e la EF comune , sa- 
ranno le due GE , EF uguali alle due HE , 
EF ; ma la base GF è uguale alla base FH , 
dunque l’angolo GEF è uguale all’angolo I1EF; 
e perciò è retto ognuno degli angoli GCF, HEF , 
e la linea retta FE è perpendicolare alla GII 
(dpf.8. 1 . ) tirata comunque per E. Similmente 
dimostreremo essere la FE perpendicolare a tutte 
le linee rette , che la incontrano e sono nel 
piano sottoposto ; il qual piano è quello che 
passa per le lince rette AB, CD. Ma una linea 
retta è perpendicolare ad un piano, quando con 
tutte le linee rette che la incontrano c sono nel 
piano sottoposto, fa gli angoli retti (dcf.3.XI.'): 
dunque la linea retta EF è perpendicolare al 
piano che passa per le due AB , CD. Quindi 
se una linea retta ec. C. B. D. 
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Se una linea retta a tre linee rette che scam- 
bievolmente si segano, sia perpendicolare 
nella loro comune sezione ; quelle tre linee 
rette saranno in un piano. 

La linea retta AB (Jig.5 .) sia perpendicolare 
alle tre lince rette BC , BD , BE , nel punto B 
della loro comune sezione: dico le tre lince rette 

BC, BD , BE essere in un piano. 

Se non sia così, le BD , BE siano nel sotto- 
posto piano, e la BC in sublime; e per le AB, 
BC sì distenda un piano ebe segherà il piano 
sottoposto in una linea retta ( prop. 3. XI. ), 
la quale sia BF. Sono adunque nello stesso piano 
delle AB , BC 1% tre linee rette AB , BC , BF. 
E perchè la AB è perpendicolare alle due 

BD, BE, le quali si segano in B, sarà ancora 
perpendicolare al piano che passa per le BD , 
BE ( prop. prec. ) ; c perciò è perpendicolare 
alla BF che la incontra ed è in questo piano; 
dunque è retto Fangòlo ABF. Ma l’angolo ABC 
si suppone retto, dunque l’angolo ABF è uguale 
all’angolo ABC, e sono nel medesimo piano, lo 
che ripugna : non è dunque la 'BC in sublime, 
ma le tre linee rette BC, BD, BE sono in un 
piano. Quindi se una linea retta ec. C. B. D. 
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P R'O P. VI. T E 0 R. 


Se due linee rette siano parpendicolari ad un 
medesimo piano , saranno fra loro parallele . 

Le due linee rette AB, CD (Jìg.6i) siano per- 
pendicolari al piano sottoposto: dico essere la AB 
parallela alla CD. 

I punti B , D , ne’ quali le due linee rette 
AB, CD incontrano il piano sottoposto , si uni- 
scano con la retta BD ; alla quale si tiri dal 
punto D nel suddetto piano la perpendicolare 
DE; e posta DE uguale ad AB, si congiunga- 
no le BE , AE , AD. 

E perchè la AB è perpendicolare al piano 
sottoposto , ed a tutte le lince rette, clic la in- 
contrano c sono nel medesimo piano ( def.J.XI . ), 
sarà perpendicolare all’ una e all’ altra delle 
BE, BD ; quindi è retto l’uno e l’altro degli 
angoli ABE , ABD. Or poiché la AB è uguale 
alla DE, e la BD comune, saranno le due 
AB, BD uguali alle due ED, BD; ma con- 
tengono angoli retti , dunque la base AD è 
uguale alla base BE (prvp. 4 ■ /•)• Similmente 
perchè la. AB c uguale alla DE , c la BE alla 
AD , le due AB, BE sono uguali alle due ED, 
DA ; ma la base AE è comune , dunque l’ an- 
golo ABE è uguale all’angolo EDA (prop.8.1.) ; 
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e perciò 1’ angolo EDA è retto al par dell’ an- 
golo ABE, c la retta ED è perpendicolare alla 
DA. Ma è ancora perpendicolare all’ una e al- 
l’altra delle BD,DC; dunque la ED è perpen- 
dicolare alle tre lince rette BD , DA , DC , nel 
comune segamento; per la qual cosa le tre li- 
nee rette BD , DA , DC , sono in un piano 
( prop. prec. ) Ma in qual piano sono le BD , 
DA in esso è la AB, perche ogni triangolo 
consiste in un piano (prop. a. X /); dunque le 
BA , DC sono in un piano : e comecché 1’ uno 
c l’altro degli angoli ABD, CDB è tetto, dun- 
que la AB è parallela alla CD (prop. 28 . I. ) 
Quindi se due linee rette ec. C. B. D. 

PROP. VII. TEO R. 

Se due linee rette siano parallele, e si pren- 
dano in amendue quali punti si vogliano ; 
la retta che unisce i detti punti , sarà nel 
medesimo piano delle parallele. 

Siano due linee rette parallele le AB, CD (fig.y.); 
ed in amendue si prendano quali punti si vo- 
gliano E, F: dico essere la linea retta che uni- 
sce i punti E , F nel medesimo piano delle 
parallele. 
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Se non sia cosi , si supjwnga la linea rotta 
che unisco i punti E, F osserc in sublime co- 
me EGF j e nel piano ABCD in cui sono le 
parallele , si tiri la linea retta EHF. Siccome la 
linea EGF si suppone retta, allora due linee 
rette conterrebbero spazio, lo clic non può essere. 
Non è dunque in sublime la retta che si con- 
duce dal punto E all’ altro F , ma bensì nel 
piano che passa per le parallele AB, GD. Quin- 
di se due linee rette cc. C. B. D. (x). 

PROP. Vili. T E O II. 

Se due linee rette siano parallele , ed una di 
esse sia perpendicolare ad un piano ; an- 
cor V altra sarà perpendicolare al medesi- 
mo piano. 

Siano due lince rette parallele AB, CD (Jig-6-)', 
ed una di esse AB sia perpendicolare al piano 
sottoposto: dico essere l’altra CD perpendico- 
lare al medesimo piano. 

Le AB , CD incontrino il piano sottoposto ne’ 
punti B , D 5 e si congiunga BD : sono adito- 


li) N. B. Questa proposizione , che ila taluni si è 
omessa , serve a dimostrare elle ogni parallelogrammo 
consiste in un piano. 
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quc in un piano le AB , CD , BD. Si tiri alla 
BD, nel sottoposto piano, la. perpendicolare DE; 
e fatta DE uguale ad AB, si congiungano lo BE, 
AE, AD. E poiché la AB è perpendicolare al 
piano sottoposto, sarà eziandio perpendicolare alle 
linee rette che sono nel medesimo piano c la in- 
contrano ( def 3 . XI. ); quindi ciascuno degli 
angoli ABD, ABE è reno. E cadendo la linea 
retta BD fra le parallele AB , CD, saranno gli 
angoli ABD, CDB uguali a due retti (prop.ay.I.y , ; 
ma T angolo ABD è retto , dunque benanche 
retto è l’angolo CDB, e la CD è perpendico- 
lare alla BD. E perchè Ja AB è uguale alla DE, 
e la BD comune , le due AB, BD sono uguali 
alle due ED, DB; ma l’angolo ABD è uguale' 
all’angolo EDB , perchè l’uno e l’altro di essi è 
retto, dunque la base AD è uguale alla bascBE 
(j)rop. 4. /.). Similmente, perchè la AB è -uguale 
alla DE, c la BE alla AD, saranno le due AB, 
BE uguali alle due ED, DA; ma la base AE è 
comune, perciò l’angolo ABE è uguale all’an- 
golo EDA ( prop . 8. /.); quindi 1 ’ angolo EDA 
è retto al par dell’angolo ABE, e la ED è per- 
pendicolare alla DA; ed è bensì perpendicolare 
alla BD, dunque la ED sarà perpendicolare al 
piano delle BD , DA ( prop. 4. XI. ) , ed a 
tutte le lince rette che sono nel medesimo pia- 
no , c la incontrano ( def. 3 . XI. ). Or nel 

a 
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piano delle BD, DA vi è la DC, perciocché tutte 

tre sono nel piano delle parallele AB , CD ; 
dunque la ED c perpendicolare alla CD, e con 
ciò la CD è perpendicolare alla ED. Ma la CD 
è ancora perpendicolare alla BD , dunque la 
CD è perpendicolare alle due linee rette BD , 
DE le quali scambievolmente si segano nel punto 
D; c perciò è perpendicolare al piano che passa 
per le dette BD , DE ( prop. 4. XI. ) che è 
appunto il piano sottoposto. Quindi se due linee 
rette ec. C. B. D. 

PROP. IX. T E 0 R. 

Le linee rette parallele ad una medesima , 
ancorché non sieno con questa nello stesso 
piano y sono altresì parallele fra loro. 

L’una e l’altra delle rette AB, CD (Jìg.8 .) sieno 
parallele alla stessa EF ; e non sieno con que- 
sta nel medesimo piano. Dico la AB essere pa- 
rallela alla CD. 

Prendasi nella EF qualsivoglia punto G, dal 
quale si tiri la GH perpendicolare alla EF nel 
piano che passa per le AB , EF ; e parimente 
nel piano che passa per le CD , EF, si tiri la 
GK perpendicolare alla stessa EF. E perchè la 
EF è perpendicolare all* una e all’ altra delle 
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GH, GK le quali si segano nel punto G, sarà 
eziandio perpendicolare al piano che passa per 
le GH , GK ( prop. 4 . XI. ) : ma la EF è pa- 
rallela alla AB; dunque la AB è ancora per- 
pendicolare al piano per HGK ( prop. 8. XI. ) ; 
e per la medesima ragione la CD è perpendi- 
colare al piano per HGK. Ma quando due linee 
rette sono perpendicolari ad un medesimo pia- 
no , sono fra loro parallele ; ( prop. 6. XI. ) 
dunque la AB è parallela alla CD. G B. D. 

PROP. X. T E O R. 

Se due linee rette che a* incontrano , siano pa 1 - 
rallele a due altre linee rette che parimente 
a* incontrano, ma non nel medesimo piano ; 
le dette linee conterranno angoli uguali. 

Le due linee rette AB, BC {Jigg •) le quali s’ in- 
contrano nel punto B, siano parallele alle due DE, 
EF le quali s’ incontrano nel punto E , ma non 
nel medesimo piano: dico 1’ angolo ABC essere 
uguale all’ angolo DEF. 

Si prendano le BA , BC , ED EF fra loro 
nguali ; e si congiungano le AD,CF, BE,AC, 
DF. E poiché la BA è uguale e parallela alla 
ED, sarà ancora la AD uguale e parallela alla 
BE ( prop. 33. I. ) ; e per la medesima ra- 
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gionc sarà la CF uguale e parallela alla BE. 
Quindi l’una e 1’ altra delle AD, CF è uguale 
e parallela alla stessa BE; ma quelle lince rette 
che sono parallele ad una medesima , ancorché 
non sieno con questa nel medesimo piano , so- 
no altresì parallele fra loro ( prop. prec. ) ; 
dunque la AD è parallela alla CF ; ma esse 
sono uguali , c vengono congiunte dalle AC , 
DF, adunque la AC è uguale e parallela alla 
DF. Ora essendo le due AB, BG uguali alle due 
DE, EF , e la base AC uguale alla base DF ; sarà 
l'angolo ABC uguale all’angolo DEE ( prop. 8.1 i). 
Quindi se due linee rette ec. C. B. D. 

PROP. XI. P R O B. 

Da un punto ditto in sublime abbassare una 
perpendicolare al piano sottoposto. 

Sia A il punto dato in sublime (Jìg. /o.), ed 
il piano sottoposto BI1: bisogna dal punto A ab- 
bassare la perpendicolare al piano sottoposto. 

Si conduca nel piano Eli comunque la linea 
retta BC; e dal punto A si tiri sopra la BC la 
perpendicolare AD ( prop. tù. I. ). Se mai la 
AD; sia perpendicolare al sottoposto piano , si 
sarà già fatto quello clic si era proposto: altri- 
menti , si tiri diti punto D alla BC, nel pia- 
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no BII , la perpendicolare DE, c dal punto A 
alla DE la perpendicolare AF ; e finalmente si 
meni per F la GFH parallela alla BC. 

E perchè la BG è perpendicolare alle due ED, 
DA le quali si segano nel punto D; sarà la BG 
anche perpendicolare al piano che passa per le 
ED , DA ( prt)p. 4- XI. ) : ma alla BC è pa- 
rallela la GII , c se due linee rette siano pa- 
rallele cd una di esse sia perpendicolare ad un 
piano , anche 1’ altra è perpendicolare al me- 
desimo piano ( prop. 8. XI. ); dunque la GH 
è perpendicolare al piano delle ED , DA , e 
quindi a tutte le linee rette che la incontrano , 
e sono nel medesimo piano ( dx‘f. 3. XI. ). Ma 
la incontra la retta AF, la quale sta nel piano 
delle ED, DA; dunque la GII è perpendicolare 
alla AF , e con ciò la AF alla GH; ed è an- 
cora la AF perpendicolare alla DE: dunque la 
AF c perpendicolare alle due GII, DE le qua- 
li si segano nel punto F; e perciò la AF è per- 
pendicolare al piano delle ED, GH ( prop.4.XI .) 
che è il piano sottoposto. Sicché dal punto A 
dato in sublime si è abbassata al piatto solio|>osto 
la perpendicolare AF. C. B. F. 
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P R O P. XII. P R O B. 

Da un punto dato in un piano innalzare 
una linea retta perpendicolare al detto piano. 

- Sia dato il piano sottoposto , e ’1 punto dato 
in esso sia A (Jig. / /.) ; bisogna dal punto A in- 
nalzare una perpendicolare al sottoposto piano. 

Intendasi qualche punto sublime B , dal qua- 
le si tiri al piano sottoposto la perpendicolare 
BC ; ( prop. prec. ) e per A si meni la linea 
retta AD parallela alla BC ( prop. 3i. I. ). E 
perchè le due rette AD, CB sono parallele, ed 
una di esse BC è perpendicolare al sottoposto 
piano ; sarà ancora P altra AD al medesimo pia- 
no perpendicolare (prop. 8. XI). Quindi ad un 
dato piano , da un punto dato in esso , si è 
innalzata la perpendicolare. C. B. F. 

PROP. XIII. T E 0 R. 

Da un punto dato in un piaho non si possono 
innalzare due linee rette perpendicolari al 
(letto piano, e dalla medesima parte ; ed una 
è la perpendicolare , che da un punto su- 
blime si può abbassare al piano sottoposto. 

Se è possibile, si tirino dal punto A (Jig. /a. ) 
dato nel piano sottoposto le due linee rette AB, 
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AC perpendicolari ad esso piano , e dalla medesi- 
ma parie ; c s’ intenda passare per le BA, AC un 
piano che seghi il piano sottoposto nella retta 
DAE : saranno dunque in un piano le tre linee 
rette AB , AC , DAE. E perchè la CA è per- 
pendicolare al piano sottoposto , sarà eziandio 
perpendicolare alla retta DAE, come quella che 
la incontra, cd è nel medesimo piano (def.d.XI.)-, 
quindi l’angolo CAE è retto; ma per la me- 
desima ragione è retto 1’ angolo BAE , dunque 
l’angolo CAE è uguale all’angolo BAE, ed am- 
hiduc sono nel medesimo piano ; lo che è assurdo. 
Per la qual cosa da un punto dato in un piano 
non si possono innalzare due linee rette perpen- 
dicolari al medesimo piano, c dalla medesima 
parte. Ed una è la perpendicolare clic da un 
punto sublime si può abbassare al piano sotto- 
posto; perciocché se fossero due, come quelle che 
sono perpendicolari ad un medesimo piano, sareb- 
bero parallele fra loro (prop . 6, X/.) , e tirate da 
un medesimo punto, lo che non può essere C.B.D. 

PROP. XIV. T E 0 R. 

Se una linea reità sia perpendicolare a due 

piani , questi piani saranno paralleli. 

Sia la linea retta AB (Jig.tJ .) perpendicolare 
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a’ due piani CD, EF: dico i piani CD, EF essere 
paralleli fra loro. 

Se non c così , prolungati si uniranno ; uni- 
scansi , e la loro comune sezione sia la linea 
retta GH ; c preso nella GII qualsivoglia punto 
K , si congiungano le AK , BK. E poiché la 
AB è perpendicolare al piano EF , sarà ancora 
perpendicolare alla linea retta BK che sta nel 
piano EF prolungato ( def. 3. XI. ) , onde F an- 
golo ABK è retto ; e per la medesima ragione 
è retto l’angolo BAK. Per 'la qual cosa nel trian- 
golo ABK i due angoli ABK, BAK sono uguali 
a due retti, lo che non può essere (prop./j.I.y. 
adunque i piani CD , EF non convengono in- 
sieme , ma bensì sono paralleli. Quindi se una 
linea retta ec. C. B. D. 

P R O P. XV. T E O R. 

Se due linee rette che s’incontrano, siano pa- 
rallele a due altre linee rette che parimente 
«’ incontrano , ma non nel medesimo piana; 
ancora i piani , che passano per le dette 
linee , saranno J'ra loro paralleli. 

Le dite linee rette AB , BC (Jìg. fy. ) clic s’ 
incontrano nel punto B , siano parallele alle 
due DI'! , EF che s’ incontrano nel punto E , e 
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non nel medesimo piano: dico i piani che pas- 
sano per ABC , DEF , essere paralleli fra loro. 

Si tiri dal punto B al piano che passa per 
DEF la perpendicolare BG, la quale incontri 
il piano nel punto G; c per G si meni la Gli 
parallela alla ED, c la GK parallela alla EF. 
E perchè la linea retta BG è perpendicolare 
al piano delle DE , EF , cd a tutte le linee 
rette clic sono nel medesimo piano , e la in- 
contrano ( def. 3. XI. ) ; sarà dunque la linea 
retta BG perpendicolare sì alla Gli che alla 
GK , le quali sono nel detto piano , quindi è 
retto 1’ uno e 1’ altro degli angoli BG1I, BGK. 
Ora essendo la BA parallela alla Gli , perchè 
1* una e 1’ altra di esse è parallela alla stessa 
DE con la quale non sono nel medesimo pia- 
no ( prop. g. XI. ), gli angoli GBA, BGII sono 
uguali a due retti ( prop . ng. I. ) : ma 1’ angolo 
BGII è retto , dunque eziandio retto è l’angolo 
GBA , e perciò la GB è perpendicolare -alla 
BA ; e per la medesima ragionò la GB è per- 
pendicolare alla BC. Per la qual cosa essendo la 
linea retta BG perpendicolare alle due BA, BG 
le quali scambievolmente si segano, sarà benan- 
che perpendicolare al piano che per le dette BA, 
BC si conduce ( prop 4- XI. ) ; mà la BG si è 
tirala perpendicolare al piano che passa per le 
DE , EF , dunque la BG è perpendicolare al- 
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l’ uno e all' altro de’ piani che paesano per ABC, 
DEF. Ma quando una linea retta è perpendi- 
colare a due piani , essi piani sono paralleli 
( prop. preo. ) ; dunque il piano che passa per 
AB , BC è parallelo al piano che passa per DE , 
EF. Laonde se due rette ec. G B. D. 

PROP. XVL T E O R. 

Se due piani paralleli vengano segati da qual- 
che piano , le loro comuni sezioni saranno 
parallele. 

I due piani paralleli AB, CD (Jig. / 5.) siano 
segati dal piano EFHG , e le loro comuni sezioni 
siano le rette EF, GH: dico la EF essere paral- 
lela alla GH. 

Imperciocché, se le linee rette EF, GH non 
sono parallele, prolungate si congiungeranno verso 
laparteFH,o verso la parte EG. Si prolunghino, e 
congiungansi primieramente verso la parte ! 11 nel 
punto K. Essendo la linea retta EFK nel piano 
AB, tutti i punti che si possono prendere in essa 
saranno nel medesimo piano; ma uno de’ punti 
che si possono prendere nella E FK è il sud- 
detto punto K , adunque il punto K è nel piano 
AB ; e per la medesima ragione il ponto K è 
nel piano CD. Quindi i piani AB , CD , che 
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si sono supposti paralleli , prolungati si con- 
giungerebbero , lo che è assurdo : dunque le 
linee rette EF , GH protratte non si congiun- 
gono verso la parte FH. Similmente dimostre- 
remo che le linee rette EF , GH non si .con- 
giungono verso la parte EG. Ma quelle linee 
retté che sono in un medesimo piano , e prolun- 
gate non convengono da niuna delle parti, sono 
parallele ( def.35.1 i); dunque la EF è parallela 
alla GH. Sicché se due piani paralleli vengano 
segati ec. G B. D. 

P R O P. XVII. T E O R. 

Se due linee rette si seghino da piani paral- 
leli, saranno segate nella medesima ragione. 

Le due linee rette AB, CD (Jig.tó , !) siano se- 
gate da’ piani paralleli GH, KL, MN ne’ punti 
A> E, B , C, F, D. Dico essere AE adEB co- 
me CF ad FD. 

Si congiungano le AC , BD , AD ; e la AD 
incontri il piatto KL nel punto X ; e si con- 
giungano le EX , XF. É poiché i due piani 
paralleli KL , MN sono segati dal piano EBDX, 
le loro eomuni sezioni EX, BD sono parallele 
(jprop.prec.y, e per la medesima ragione che i due 
piani paralleli GH, KL sono segati dal piano 
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AXFC, le loro comuni sezioni AC, XF sono pa- 
rallele (jmp.prec .). Ora poiché ad un lato del 
triangolo A13D , cioè al lato BD , si è menata la 
parallela EX , sarà come AE ad EB , così AX 
ad XI) ( prop . 'i. VI. ). Similmente , perchè ad 
un lato del triangolo ADC, cioè al lato AC, si 
è menata la parallela XF, sarà come AX, ad XD 
così CF ad FD : ma si è dimostralo essere come 
AX ad XD così AE ad KB ; dunque coinè AE 
ad EB , così CF ad FD. Sicché se due linee rette 
ec. G B. D. 

P 11 O P. XVIII. T E O lì. 

Se una linea retta sia perpendicolare ad un 
piano, tutti i piani che passano per la detta 
linea saranno perpendicolari al medesimo 
piano. 

La linea retta AB (Jìg. tj.) sia al piano sotto- 
posto perpendicolare: dico tutti i piani, che pas- 
sano per la AB , essere perpendicolari al piano 
sottoposto. 

Si distenda per la AB il piano DE , e la 
comune sezione di questo piano c del sottopo- 
sto sia la CE ; si prenda nella CE qualsivoglia 
punto F , dal quale nel piano DE si tiri lal'G 
perpendicolare alla CE. La retta AB essendo 
perpendicolare al sottoposto piano, sarà perpen- 
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dicolare a tutte le linee rette che la incontrano, 
e sono nel medesimo piano (def.4. XI.) r e per- 
ciò è perpendicolare alla CE, quindi l’angolo 
ABF è retto. Ma ancor l’angolo GFB è retto - 
dunque la All è parallela alla FG (prop.ù8. /.)• 
c perchè la AB è perpendicolare al piano sotto- 
posto, anche la FG sarà al medesimo piano per- 
pendicolare (prop.8.XI.). Ma il piano è perpen- 
dicolare al piano, quando le linee rette tirate in 
un piano perpendicolari alla loro comune sezione, 
sono perpendicolari all’altro piano (def.4.XI.) ; 
dunque il piano DE è perpendicolare al piano 
sottoposto ; e similmente si dimostrerà ogni altro 
piano, che passa per AB , essere al sottoposto 
piano perpendicolare. Per la qual cosa se una 
linea retta ec. C. B. D. 

PROP. XIX. TEOR. * 

Se due piani che scambievolmente si sega- 
no , siano ad un piano perpendicolari ; 
anche la loro comune sezione sarà perpen- 
dicolare al medesimo piano. 

I due piani AB, BG (Jig.18.) che scambievolmen- 
te si segano, sicno perpendicolari al sottoposto pia- 
no; e la loro comune sezione sia la retta DB. Dico 
la DB essere perpendicolare al sottoposto piano. 
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Se non è così; si tiri dal punto D, nel piano 
AB , la linea retta ED perpendicolare alla AD , 
e nel piano BC la DF perpendicolare alla CD. 
Siccome il piano AB si suppone perpendico- 
lare al piano sottoposto, e nel piano AB si è 
tirata la DE perpendicolare alla comune se- 
zione AD, ancor la DE sarà perpendicolare al 
piano sottoposto {def.4-XJ.'). Similmente dimo- 
streremo essere la DF perpendicolare al piano 
sottoposto. Per la qual cosa dal medesimo punto, 
e dalla medesima parte si sarebbero innalzate ad 
un piano due perpendicolari, Io che non può far- 
si (jprop . i3. X/.); dunque dal punto D non può 
tirarsi una linea retta perpendicolare al piano 
sottoposto , fuorché la DB , comune sezione de’ 
piani AB, BC. Sicché se due piani ec. C. B.D 

PROP. XX. TEOR. 

Se un angolo solido sia contenuto da tre an- 
goli piani , due comunque presi sono mag- 
giori del rimanente. 

Sia l’angolo solido in A {fig-<g-) contenuto da’ 
tre angoli piani BAC, CAD, DAB: dico due di essi 
comunquo presi , essere maggiori del rimanente. 

Se gli angoli BAC , CAD , DAB sono uguali 
fra loro , è manifesto due presi in qualunque 
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modo essere maggiori del rimanente:, ma se non 
siano uguali, l’angolo BAC non minore di qual- 
sivoglia de’ rimanenti , sia maggiore dell’angolo 
BAD. Si costituisca (prop.a3 al punto A della 
' linea retta AB , nel piano che passa per le BA, 
AG , 1’ angolo BAE uguale all’ angolo BAD; e 
la BEG tirata per E seghi le linee rette AB , 
AC ne’ punti B , C ; e si congiungano le BD , 
DC. E poiché la DA è uguale alla AE, e la 
AB comune, le due DA, AB sono uguali alle 
due EA , AB : ma l’ angolo DAB è uguale al- 
l’ angolo BAE , dunque la base DB è uguale alla 
base BE ( prop.4J E perchè le due BD, DC sono 
maggiori della GB (prop.ao.I.) ; e si è" dimostra- 
ta la DB uguale alla BE, sari la rimanente DG 
maggiore della rimanente EC. Ora essendo la DA 
uguale alla AE, la AC comune, e la base DG 
maggiore della base EC, sarà l’ angolo DAC mag- 
giore dell’angolo EAC (prop.só.I.)-, ma l’angolo 
DAB è per costruzione uguale all’ angolo BAE, 
dunque gli angoli DAB, DAC sono maggiori del- 
l’angolo BAC. È però l’angolo BAC non minore 
di qualsivoglia degli angoli BAD, CAD; dunque 
P angolo BAC insieme con uno di essi sarà mag- 
giore del rimanente. Sicché se un angolo soli- 
do ec. C. B. D. 


Ss 

PROP. XXI. T E O R. 

• Ogni angolo solido è contenuto da angoli 

piani minori di quattro retti. 

Sia primici amente l’angolo solido in A (Jig. 20 . ) 
contenuto da’ US angoli piani BAC, CAD, DAB: 
dico gli angoli BAC, CAD, DAB essere minori 
di quattro retti. 

Prcndansi in ciasclieduna delle AB , AC , AD 
quali punii si vogliano B,C,D; e si congiun- 
gano le BC, CD , DB. E perche 1’ angolo solido 
in B è contenuto da’ tre angoli piani CBA , ABD , 
1)BC t due comunque presi sono maggiori del 
rimanente ( prop. prec. ) ; adunque gli angoli 
CBA , ABD sono maggiori dell’ angolo DBC ; c 
per la medesima ragione gli angoli BCA, ACD 
sono maggiori dell’ angolo DCB , c gli angoli 
CDA , ADB sono maggiori dell’ angolo BDC. 
Per la qual cosa i sei angoli CBA, ABD , BCA, 
ACD y CDA , ADB sono maggiori de’ tre an- 
goli DBC, BCD, CDB: ma i tre angoli DBC, 
BCD, CDB sono uguali a due retti ( prop.3a.I .)• 
dunque i sci angoli CBA , ABD , BCA , ACD , 
CDA , ADB sono maggiori di due retti. Ora in 
ciascheduno de’ triangoli ABC, ACD, ADB i 
tre angoli sono uguali a due retti j saranno per- 
ciò de’ tre suddetti triangoli i nove angoli CBA, 
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BAC , ACB , ACD , CDA , DAC , ADB , DBA, 
BAD uguali a sei retti : de’ quali i sci angoli 
ACB , ABC , ABD , ADB , ACD , ADC sono 
maggiori di due retti ; dunque i tre rimanenti 
BAC, BAD, DAC, i quali contengono l’angolo 
solido , sono minori di quattro retti. 

Ma se l’angolo solido in A {Jig.ni .) sia con- 
tenuto da quanti si vogliano angoli piani BAC, 
CAD , DAE, EAF , FAB : tutti questi presi in- 
sieme saranno minori di quattro retti. 

Un piano qualsivoglia incontri i piani ne’quali 
sono gli angoli ; e le comuni sezioni di quel 
piano con questi siano le rette BC, CD, DE, 
EF , FB. E poiché l’ angolo solido in B è con- 
tenuto da tre angoli piani, due comunque presi 
sono maggiori del rimanente {prop.prec .) ; adun- 
que gli angoli ABC , ABF sono maggiori dcl- 
1’ angolo FBC; e per la medesima ragione due 
angoli piani a ciascheduno de’ punti C,D, E, F, 
che sono gli angoli alle basi de’ triangoli de’ 
quali il vertice comune è il punto A, sono mag- 
giori del rimanente angolo al medesimo punto, 
elicè propriamente l’angolo del poligono BCDEF. 
Per la qual cosa tutti gli angoli che sono alle 
basi de’ triangoli sono maggiori di tutti gli an- 
goli del poligono. Ora tutti gli angoli do’ trian- 
goli insieme presi sono uguali a due volte tanti 
retti quanti sono i triangoli ( proj).3a.I .), cioè 
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quanti sono i lati del poligono BCDEF ; e tutti 
gli angoli del poligono insieme con quattro retti 
sono ancora ugnali a due volte tanti retti quanti 
sono i lati del poligono (cor.prop. 32 .!.') ; adun- 
que tutti gli angoli de’ triangoli sono uguali a 
tulli gli angoli del poligono insieme con quattro 
retti. Ma tutti gli angoli alle basi de’ triangoli 
si sono dimostrati maggiori di tutti gli angoli 
del poligono; dunque i rimanenti angoli de’ trian- 
goli , cioè quegli angoli , onde l’ angolo solido 
in A è contenuto, sono minori di quattro retti. 
Sicché ogni angolo solido è contenuto da angoli 
piani minori di quattro retti. G B. D. 

PROP. XXII. T E O R. 

Se vi sieno tre angoli piani , due de’ quali presi 
in qualsivoglia modo sono maggiori del ri- 
manente , e sieno contenuti da linee rette 
uguali ; si potrà con le linee rette che con- 
giungono gli estremi di dette linee uguali co- 
stituire un triangolo. 

Siano i tre angoli piani (fig. 22.) ABC, DEF, 
GHK , due de’ quali sono maggiori del rima- 
nente, presi in qualsivoglia modo ; e siano con- 
tenuti dalle linee rette uguali AB, BC, DE, 
EF , GH , IiK ; e si congiungano le AC , DF , 
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GK. Dico potersi da linee rette uguali alle AC , 
DF, GK costituire un triangolo: cioè due dello 
AC, DF, GK , prese in qualsivoglia modo, es- 
sere maggiori della rimanente. 

Se gli angoli a’ punti B, E, H sono uguali , 
ancor le ÀC, DF, GK saranno uguali ( prop.4.1 
e quindi due maggiori della rimanente. Ma se 
gli angoli a’ punti B , E , H sono disuguali., 
sia F angolo al punto B non minore di qualsi- 
voglia degli angoli a’ punti E, H; non è dun- 
que la retta AC minore di qualsivoglia delle 
rette DF, GK; e perciò è manifesto la AG in- 
sieme con una delle DF , GK essere maggiore 
della rimanente. Dico le DF, GK essere anche 
maggiori della AC. Si costituisca (prop. a3. /.) 
alla linea retta AB ed al punto B in essa l’an- 
golo ABL uguale all’ angolo GHK , e si ponga 
la BL uguale ad una delle AB, BC, ED ce. e si 
congiungano le AL, LC. Perciocché le due AB, 
BL sono uguali alle due GH, HK, l’una all’altra, 
e contengono gli angoli uguali, sarà là base AL 
uguale alla base GK (prop.4.I-) ; e perchè gli 
angoli a’ punti E, H sono maggiori dell’ ango- 
lo ABC , de’ quali l’ angolo GHK è uguale al- 
1’ angolo ABL , sarà il rimanente angolo al 
punto E maggiore dell’angolo LBG Ora essen- 
do le due LB , BC uguali alle due DE , EF , 
1’ una all’ altra, e l’angolo DEF maggiore del- 
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l’ angolo LBC , sarà la base DE maggiore deila 
base LC (prup. 24. 1. ). Ma si è dimostrala la 
GK uguale alla AL , dunque le DF , GK sono 
maggiori delle AL , LC : son poi le AL , LC 
maggiori di AC (prop. 20. 1 . ) , dunque le DF , 
GK sono molto maggiori di AC. Sicché delle 
lince rette AC , DF , GK due sono maggiori 
della rimanente, prese in qualsivoglia modo; c 
perciò da tre lince rette uguali alle AC, DF, 
GK si può costituire un triangolo. C. B. D. 

PROP. xxm. P R O B. 

Da tre angoli piani dati , due de’ quali co- 
munque presi sono maggiori dal rimanente , 
costituire un angolo solido : Ja d’uopo però 
che i detti tre angoli sieno minori di quat- 
tro retti. 

Sieno dati i tre angoli piani (Jig .23 .) ABC, DEF, 
GHK , due de’ quali presi in qualsivoglia modo 
sono maggiori del rimanente; e sieno 1 detti tre 
angoli minori di quattro retti : bisogna da au- 
goli uguali agli ABC, DEF, GHK costituire un 
angolo solido. 

Si taglino le AB, BC, DE, EF, GII, HK 
uguali fra loro ; c si congiungano le AC , DF , 
GK. Siccome nella prop. prec. si è dimostrato, 
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da tre rette uguali alle AG , DF , GK è pos- 
sibile di costituire un triangolo; si costituisca 
dunque ( prop. sa. I. ) il triangolo LMN in 
modo che la AC sia uguale alla ML , la DF 
alla MN, c la GK alla NL; cd intorno al trian- 
golo MNL ( prop. 5. IP ' . ) si descriva il cerchio 
MNL; il cui centro X, o sarà dentro al trian- 
golo MNL , o in un lato di esso , o al di fuo- 
ri : primieramente sia dentro > e si congiungano 
le LX , MX , NX. Dico la AB essere maggiore 
della LX; poiché, se non è cosi, o la AB sarà 
uguale alla LX, o minore; sia primieramente 
uguale. Or essendo la AB uguale alla LX, e’ la 
AB uguale alla BC, e la LX alla MX, saranno 
le due AB, BC uguali alle due LX, MX, l’una 
all’altra: ma la base AC si suppone uguale alla 
base ML , dunque 1’ angolo ABC è uguale al- 
1’ angolo LXM (prop. 8. 1.)- c per la medesima 
ragione 1’ angolo DEF uguale all’angolo MXN, 
c l’angolo G11K all’ angolo XXL. Per la qual 
cosa i tre angoli ABC,DEF,GHK sono uguali 
a’ tre angóli LXM, MXN, NXL: ma i tre an- 
goli LXM, MXN, NXL sono uguali a quattro 
retti (con prop. / 5 ./.); dunque eziandio i tre an- 
goli ABC , DEF , GHK , i quali si sono sup- 
posti minori di quattro retti / sarebbero uguali 
a quattro retti , lo che è assurdo : non è dun- 
que la AB uguale alla LX. -Dico inoltre la AB 
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non essere minore della LX ; perchè , s’ egli è 
possibile, sia minore ; e sopra la linea reità ML 
verso la parie del centro X si costituisca il 
triangolo MOL,icui lati LO, OM siano uguali 
alle AB, BC (prop:aa.I.); e perchè la base LM 
è uguale alla base AC, sarà l’angblo LOM ugua- 
le all’ angolo ABC (prop.8.1.). Ora le rette LO, 
OM che si sono poste uguali alle AB, BC, non 
possono coincidere sulle MX, XL , perchè sa- 
rebbero loro uguali, nè cadere, fuori del trian- 
golo LXM, perchè sarebbero maggiori delle det- 
te MX, XL; dunque le rette LO, OM cadranno 
dentro al triangolo MXL, e sarà l’angolo LOM 
ossia ABC maggiore dell’angòlo MXL ( prop.u/.I. ). 
Similmente si dimostrerà essere 1’ angolo DÉF 
maggiore dell'angolo MXN , c l’angolo G11K 
maggiore dell’angolo XXL; quindi i tre angoli 
ABC, DEF, GHK, che per ipotesi sono minori 
di quattro retti, sarebbero maggiori degli angoli 
LXM, MXN, NXL che sono uguali a quattro 
retti ; lo che è assurdo; adunque la AB non è 
minore della LX: ma si è dimostralo nè tam- 
poco esserle ugnale , dunque la AB è maggio- 
re della LX. 

Inoltre , sia il centro del cerchio in un lato 
del triangolo, cioè in MN, e si còngiunga XL. 
Dico parimente la AB essere maggiore della LX; 
perciocché se non sia così , o la AB è uguale 
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alla LX, o di questa ne è minore; e siale pri- 
mieramente uguale. E poiché le due AB, BG, 
cioè le DE , EF sonò uguali alle due MX, XL, 
cioè alla MN ; e la MN- si è posta uguale alla 
DF , saranno le due DE , EF uguali alla DF ; 
lo che non può essere ( prop . 20 ./.): adunque 
la AB non è uguale alla XL ; nè tampoco è 
minore, perchè sarebbero le due DE , EF mi- 
nori della DF, lo che maggiormente è assurdo: 
adunque la AB è maggiore della XL. 

Finalmente, il centro X del cerchio sia fuo- 
ri del triangolo LMN ; e si congiungano le LX, 
MX , NX. Dico la AB eziandio essere mag- 
giore della LX ; poiché se non sia così, o è 
uguale, o minore; e sia primieramente uguale. 
Si dimostrerà come nel primo caso l’angolo ABC 
uguale all’angolo LXM, e l’angolo GHK ugua- 
le all’angolo LXN; quindi tutto l’angolo MXN 
è uguale a’ due ABC, GHK: ma gli angoli ABC, 
GHK sono insieme maggiori dell’angolo DEF ; 
dunque parimenti 1’ angolo MXN è maggiore 
dell’ angolo DEF. Ora essendo le due DE, EF 
uguali alle due MX, XN, c la Lise DF ugua- 
le alla base MN , sarà 1’ angolo MXN tignale 
all’angolo DEF {prop. 8. 1. ); ma si è dimostrato 
maggiore, lo che è assurdo; adunque la AB non 
è uguale alla LX. Dico la ÀB neppure essere 
minore della LX ; perciocché se sia minore , 



4o 

sarà l’ angolo ABC , come si è dimostralo nel 
primo caso, maggiore dell’angolo MXL, e l’an- 
golo GI1K maggiore dell’angolo LXN. Si co- 
stituisca alla linea retta BC ed al punto B in 
essa P angolo CBP uguale all’ angolo GHK; e 
fatta BP uguale a KJ1, si congiungano le CP, 
AP. E poiché la CB è uguale alla GII, e la 
BP alla KH , le due CB, BP sono uguali alle 
due GII , HK ; ma contengono gli angoli u- 
guali , dunque la base CP è uguale alla base 
GK ( pmp . 4 • /•) ossia LN. Or ne’ triangoli iso- 
sceli ABC, MXL, essendo l’angolo ABC mag- 
giore dell’ angolo MXL , sarà l’angolo alla ba- 
se MLX maggiore dell’ angolo alla base ACB 
(prop.Ja. /. ); e per la medesima ràgionc che 
l’angolo GIIK , cioè l’angolo CBP, è maggiore 
dell’ angolo LXN ; ancor P angolo XLN sarà 
maggiore dell’angolo BCP; quindi tutto l’an- 
golo MLN è maggiore di tutto P angolo ACP. 
Ma le due ML , LN sono uguali alle due AC, 
CP, e l’angolo MLN è maggiore dell’angolo 
ACP; dunque la base MN sarà maggiore della 
Iiasc AP ( prop . 94 ./.)', 0 perciò la DF, la quale 
è uguale alla MN, sarà eziandio maggiore della 
PÀ. F. poiché le due DE, EF sono uguali alle 
due AB ,. BP , ciascuna. a ciascuna , e la base 
DI' maggiore della base AP, sarà P angolo DEF 
maggiore dell’angolo ÀBP (prop. a5. 1.): è poi 
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l’angolo ABP uguale a’ due ABC, CBP, ovvero 
agli angoli ABC, GHK; dunque l’angolo DEF 
è maggiore degli angoli ABC , GHK ; ma per 
supposizione è minore , lo clic e assurdo; adun- 
que la retta AB non è minore della LX: ma 
si è dimostrato nè tampoco esserle uguale , dun- 
que la AB è maggiore della LX. 

Dal plinto X al piano del cerchio si elevi la 
perpendicolare XR ( prop . ia. XI.) ; e comecché 
in tutti i casi si è dimostrata la AB maggiore 
della LX, si ponga il quadrato di XR uguale 
all’ eccesso del quadrato di AB sopra quello di 
LX ; e si congiungano le RL, RM,RN. E poi- 
ché la RX è perpendicolare al piano del cer- 
chio, sarà benanche perpendicolare a ciasche- 
duna delle LX, MX, NX ( def. 3. XI. ); ed es- 
sendo la LX uguale alla XM, c la XR comune 
c ad angoli retti , sarà la base RL uguale alla 
base RM ; c per la medesima ragione la RN 
sarà uguale a ciascheduna delle RL, RM; quindi 
le tre linee rette RL, RM, RN sono uguali fra 
loro. E perchè il quadrato di AB si è posto 
uguale a’ quadrali di XR, e di LX; ed a’ qua- 
drali di XR e di LX è uguale il quadrato di 
RL ( prop . 4y. I. ) , sarà il quadrato di AB uguale 
al quadrato di RL ; c perciò la retta AB è uguale 
alla RL. Ma ciascuna delle BC, DE, EF, GII, 
11K è uguale ad AB; e 1’ una e l’altra delle 
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RM , RN è uguale ad RL ; adunque ciascuna 
delle AB , BC , DE , EF , GH , HK è uguale 
a ciascuna delle RL , RM , RN. Per la qual 
cosa essendo le due RL , RM uguali alle due 
AB , BC , e la base LM uguale alla base AC ; 
sarà 1’ angolo LRM uguale all’ angolo ABC ; e 
per la medesima ragione l’angolo MRN è uguale 
all’ angolo DEF , e l’angolo NRL è uguale al- 
l’ angolo GHK. Laonde da’ tre angoli piani LRM, 
MRN, NRL rispettivamente uguali a’ tre angoli 
dati ABC , DEF , GHK si è costituito l’angolo 
solido in R. C. B. F. 

P R O P. A. T E 0 R. 

Se vi sieno due angoli solidi , ciascuno con- 
tenuto da tre angoli piani ; e gli angoli piani 
dell’uno sieno rispettivamente uguali a quelli 
dell’ altro , i piani. , in cui sono gli angoli 
uguali, saranno fra loro similmenteinclinati. 

Siano due angoli solidi a’ punti A , B; e 1’ an- 
golo solido in A sia contenuto da’ tre angoli piani 
CAD , CAE , EAD ; e l’ angolo solida in B sia 
contenuto da’ tre angoli piani FBG, FBH, 11BG , 
de’ quali l’ angolo CAD è uguale all’ angolo 
FBG , 1’ angolo CAE all’ angolo FBH , e 1’ an- 
golo EAD all’angolo HBG. Dico i piani ne’ quali 
sono questi angoli uguali , essere fra loro simil- 
mente inclinati. 
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Si prenda nella linea retta AC qualsivoglia 
punto K , dal quale si tirino le KD , KL per- 
pendicolari alla stessa AC; ma la KD nel piano 
CAD, e la KL nel piano CAE ; sarà l’angolo 
DKL l’ inclinazione del piano CAD al piano CAE 
(def.6. XI .) ; e fatta nella retta BF la BM uguale 
alla KA , si tirino ne’ piani FBG, FBH le linee 
rette MG, MN perpendicolari alla stessa BF ; sarà 
l’angolo GMN l’ inclinazione del piano FBG al 
piano FBH; si congiungano le LD, NG. E poiché 
ne’ triangoli KAD, MBG gli angoli KAD, MBG 
sono uguali per ipotesi , e gli angoli AKD, BMG 
sono uguali come retti, ed uguali ancora sóno 
i lati AK , BM die sono adjacenti agli angoli 
uguali ; sarà la KD uguale alla MG , e la AD 
alla BG (prop. 36 . 1 . ) ; e per la medesima ra- 
gione , ne’ triangoli KAL , MBN , sarà la KL 
uguale alla MN , e la AL alla BN. Inoltre ne’ 
triangoli LAD , NBG, le due LA , AD si sòno 
dimostrate uguali alle due NB , BG , ciascuna 
a ciascuna , e contengono angoli uguali ; dunque 
la base LD è uguale alla Base NG (prop.4.1.). 
Finalmente ne’ triangoli KLD, MNG, essendo 
le due DK , KL uguali alle due GM, MN, c 
la base LD uguale alla base NG ; sarà l’angolo 
DKL uguale all’angolo GMN ( prop.8.1 .). Ma 
1’ angolo DKL è 1’ inclinazione del piano CAD 
al prdno CAE , e l’ angolo GMN è l’ inclina- 


44 

zionc del piano FBG al piano FBII ; dunque i 
delti piani sono fra loro similmente inclinali 
(#<■/'. 7 . X/. ). In simil modo si dimostrerà i ri- 
manenti piani , ne’ quali sono gli angoli uguali, 
essere fra loro similmente inclinati. Quindi se 
due angoli solidi cc. C. B. D. 

PROP. B. T E O R. 

Sé vi siano due angoli solidi, e l’uno e l’al- 
tro sia contenuto da tra angoli piani rispetti- 
vamente uguali , e similmente posti ; i detti 
angoli solidi saranno uguali fra loro. 

Sicno gli angoli solidi a’ punti A,B;c l’an- 
golo solido in A sia contenuto da’ tre angoli 
piani CAD, CAE, EAD ; c l’ angolo solido in 
B dagli angoli piani FBG , FB11 , IIBG ; de’ 
quali 1’ angolo CAD sia uguale all’ angolo FBG, 
CAE ad FBII, ed EAD ad DBG. Dico l’ angolo 
solido in A essere uguale all’angolo solido in B. 

Si applichi l’angolo solido in A sull’angolo 
solido in B , in modo che 1’ angolo piano CAD 
resti applicalo sull’altro FBG: cioè facendo ca- 
dere il punto A sul punto B , c la retta AC 
su la retta BF ; la linea retta AD coinciderà 
con la retta BG , perchè 1’ angolo CAD si c 
posto uguale all’ angolo FBG. Ma iT piano CAE 
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è al piano CAD similmente inclinato clic il piano 
FEH al piano FBG (prop.prec. ) , e ’l piano 
CAD coincide col piano FBG; dunque eziandio 
il piano CAE coincideva col piano FBII; per la 
qual cosa essendo l’angolo CAE uguale all’an- 
golo FBH , la linea retta AE coinciderà con la 
BH; c si è dimostrata la retta AD coincidere con 
la BG, dunque il piano EAD coincide col piano 
HBG. Sicché 1’ angolo solido in A combacia col- 
1’ angolo solido in B; e saranno fra loro uguali 
(as3.8.I.) C. B. D. 

PROP. C TEOR, 

Le figure solide , contenute da piani simili 
e similmente posti ed uguali di numero e 
grandezza , e delle quali niun angolo so- 
lido è contenuto da più di tre angoli piani, 
sono fra loro uguali e simili. 

Sicno AG , KQ due figure solide contenute 
da piani simili, similmente posti, ed uguali di 
numero e grandezza cioè sia il piano AC uguale 
e simile al piano KM; il piano AF all’altro KI^; 
BG ad LQ , GD a QN , DE ad NO ; c final- 
mente FH uguale c simile a PR. Dico la figura 
solida AG essere uguale e simile all’altra KQ. 
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E poiché 1’ angolo solido in A è contenuto 
da’ tre angoli piani BAD, BAE, EAD , i quali 
per ipotesi sono rispettivamente uguali agli an- 
goli piani LKN , LKO, OKN da’ quali è con- 
tenuto l’ angolo solido in K ; sarà l’ angolo solido 
in A uguale all’angolo solido in K (propprec .). 
Similmente gli altri angoli solidi delle figure 
si dimostreranno uguali fra loro. Si applichi la 
figura solida AG su la figura solida KQ , in 
modo che la figura piana AG resti applicata su 
la figura piana KM , posta cioè la linea retta 
AB sull’ altra KL ; combacerà la figura AC con 
la figura KM, essendo fra loro uguali e simili; 
adunque le retto- AD , DC , CB combaccranno 
rispettivamente con le rette KN, NM, ML; ed 
i punti A , D , C , B coincideranno co’ punti 

K, N, M, L; e l’ angolo solido in A comba- 
ecrà coll’angolo solido in K (prop. prec.) ; per 
la qual cosa anche il piano AF coinciderà col 
piano KP, e la figura AF con la figura KP , 
perchè desse sono uguali c simili: adunque le 
rette AE , EF , FB coincideranno con le rette 
KO , OP , PL ; ed i punti E , F co’ punti O , 
P. Similmente si dimostrerà la figura AH coin- 
cidere coll’altra KR , la retta DII con la retta 
NR, e’I punto II col punto R. E perchè l’an- 
golo solido in B è uguale all’ angolo solido in 

L, si dimostrerà della medesima maniera la fi- 
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gura BG coincidere con la figura LQ, e la retta 
CG con la retta MQ, e’1 punto G col punto Q. 
Laonde i piani, ed i lati tutti della figura so- 
lida AG combaciano co’ piani, ed i lati della 
figura solida KQ; sarh dunque AG uguale esi- 
mile a KQ. E similmente qualunque altre fi- 
gure solide che son contenute da piani simili , 
uguali di numero e grandezza, e similmente 
disposti, e delle quali niun angolo solido sia 
contenuto da più di tre angoli piani , si dimo- 
streranno uguali e simili fra loro. G. B. D. 

SCOLIO. 

Roberto Simson aggiunse all’ undecimo libro 
degli elementi le tre ultime proposizioni , che 
io qui ho recate ; e che servono a completare 
la teoria degli angoli solidi, e delle figure so- 
lide simili ed uguali. La qual teoria si trova 
sommamente viziata nel testo greco, e presso 
gl’ interpreti di Euclide. 

Eglino assumevano come uguali gli. angoli so- 
lidi, che da angoli piani uguali son contenuti : 
prespicuwn est, dice Clavio alla definizione xx 
di questo libro, angulos soli do s , qui angulis 
planis multitudine et magnitudine ae quali bus 
continentur sibi mutuo aequales esse, nam con- 
gruentsi se se penetrare intelligantur\ lo che non 
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dovea asserirsi senza la dimostrazione , nè gene- 
ralmente è vero essere uguali fra loro gli angoli 
solidi , che da angoli piani uguali son conte- 
nuti • perciocché il prelodato Simson Ita fatto 
conoscere che da quattro angoli piani dati si 
può costituire una moltitudine di angoli solidi 
ineguali ; c che trattandosi di angoli solidi con- 
tenuti da tre angoli piani , si richiede , per la 
uguaglianza di quelli, non solo che i detti an- 
goli piani sieno rispettivamente ugnali, ma che 
sieno ancora similmente disposti. 

Andrea Tacquet nel suo Euclide definì gli 
angoli solidi uguali esser quelli, che posti l’uno 
dentro dell’ altro combaciano ; definizione im- 
propria, 6e ve ne fu giammai, perchè è un as- 
sioma che tutte le grandezze che combaciano , 
sono uguali fra loro; definizione inutile, perchè 
non ci fa conoscere quando gli angoli 'solidi com- 
baciano, ed in conseguenza quando sono uguali 
fra loro. 

Inoltre, gl’ interpreti di Euclide, definendo 
le figure solide simili esser quelle che son con- 
tenute da piani simili ed uguali di numero , 
non faceano menzione alcuna degli angoli solidi ; 
i quali debbono essere uguali nelle dette figure, 
altrimenti non vi è 1’ idea della somiglianza. 
Per la qual cosa , su le vedute del geometra 
inglese, ho definito le figure solide simili esser 
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quelle che hanno gli angoli solidi uguali , cia- 
scuno a ciascuno, e son contenute da piani si- 
mili ed ugnali di numero : e con ciò la somi- 
glianza delle figure solide non è differente da 
quella delle figure piane, la quale si definisce 
dalla uguaglianza degli angoli, e dalla propor- 
zionalità de’ lati intorno agli angoli uguali. 

La condizione degli angoli solidi uguali, per 
la somiglianza delle figure solide, c cosi neces- 
saria, che faremo vedere nello scolio della pio- 
posizione 28 esservi certe figure solide contenute 
da piani simili, ed uguali di numero non che 
di grandezza , le quali pertanto non sono nè si- 
mili, nè uguali. E nello scolio della citata pro- 
posizione si farà parimente conoscere 1’ oggetto 
della proposizione C quivi aggiunta. 

P II O P. XXIV. T E O R. 

Se un solido aia contenuto da sei piani pa- 
ralleli , i piani di esso opposti saranno pa- 
rallelogrammi simili ed uguali. 

Sia il solido CDGH (Jig.04 -) contenuto da’ piani 
paralleli AC , GF ; BG , CE ; FB , AE. Dico i 
piani di esso opposti essere parallelogrammi si- 
mili ed uguali. 

E poiché i due piani paralleli BG, CE sono 
segati dal piano AC, le loro comuni sezioni sa- 

4 
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ranno paralleli; ( prvp, 16 .XI. ); adunque la AB 
è parallela alla CD. Similmente , essendo i due 
piani paralleli BF, AE segati dal piano AC, 
le loro comuni sezioni saranno parallele; quindi 
la AD è parallela alla BC : ma si è dimostrata 
la AB parallela alla CD, dunque AC è paral- 
lelogrammo. Similmente dimostreremo ciascuno 
de’ piani CE, FG, GB, BF, AE essere paral- 
lelogrammo; e si congiungano le All , DF. E 
percliè la AB è parallela alla DC, e la Bl! alla 
CF , saranno le due linee rette AB, B1I che 
s’ incontrano nel punto B, parallele alle due DC, 
CF che s’incontrano nel punto C, ma non nel 
medesimo piano; quindi- le dette linee conter- 
ranno angoli uguali ( prop. io. XI. ) : cioè 
1’ angolo ABII è uguale all’ angolo DCF. Ora 
essendo le due AB, BII uguali alle due DC , 
CF, e l’angolo ABII uguale all’angolo DCF; 
sarà la base All uguale alla baseDF, e ’l trian- 
golo ABII uguale al triangolo DCF ( prop.I.I . ). 
Ma' del triangolo ABII è doppio il parallelo- 
grammo BG , e del triangolo DCF è doppio il 
parallelogrammo CE ( prop. 3^. I. ) ; adunque 
il parallelogrammo BG è uguale e simile al pa- 
rallelogrammo CE. In sintil modo si dimostrerà 
il parallelogrammo AC uguale e simile al pa- 
rallelogrammo GF> e ’l parallelogrammo AE al 
parallelogrammo BF. Laonde se un solido sia 
contenuto oc. C. B. D. 
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N. n. La figura solida contenuta da sei piani, 
de’ quali ciascuno è parallelo al suo opposto-, si 
chiama parallelepipedo. 

Ed è chiaro dalla proposizione che i sci piani, 
da’ quali è terminato il parallelepipedo , sono 
parallelogrammi. 

P R O P. XXV. T E O R. 

Se un solido parallelepipedo sia secato da un 
piano parallelo a’ piani opposti , sarà come 
la base alla base , così il solido al solido. 

Il solido parallelepipedo ABCD (Jig.o5 .) sia se- 
gato dal piano EU parallelo a’ piani opposti AR, 
HD : dico come la base AEEY alla base 101 IGF , 
cosi essere il solido ABFU al solido EGCD. 

Si prolunghi la All dall’ una e dall’ altra 
parte ; e si pongano alla EU quante rette si vo- 
gliano uguali 11M, MN, e parimente alla EA 
quante rette si vogliano uguali AK,KL; e si com- 
piscano i parallelogrammi LO, KY, HQ, MS; 
ed i solidi LP, KR, HV, MT. E poiché le li- 
nee rette LK , KA , AE sono uguali fra lo- 
ro, saranno fra loro uguali i parallelogrammi 
LO , KY , AE ( prop. 36. I. ); come ancora i 
parallelogrammi KX , KB , AG ; c finalmente 
saranno uguali fra loro i parallelogrammi LZ, 
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KP , AR , perché sono opposti ( prop . 24 ■ XI.) : 
adunque tre piani del solido LP sono simili ed 
uguali a tre piani del solido KR , e del solido 
AU ; ma tré piani a tre opposti sono rispetti- 
vamente simili ’ ed uguali ( prop. 24. XI. ) , e 
ninno degli angoli solidi è contenuto da più di 
tre angoli piani; adunque i tre solidi LP, KR, 
AU sono uguali fra loro , ( prop. C. XI. ). Con 
simile ragionamento si dimostrerà i tre solidi 
ED , HU , MT essere fra loro uguali. Per la 
qual cosa , quanto la base LF è moltiplice 
della base AF , tanto il solido LU è moltiplice 
del solido AU ; e similmente quanto la base NF 
è moltiplice della base UF, tanto il solido NU 
è moltiplice del solido ED: ma se la base LF sia 
ugnale alla baseNF, anche il solido LU sarà uguale 
al solido NU (prop. C. XI.') ; e se la base LF sia 
maggiore della base INF , il solido LU sarà mag— - 
giorc del solido NU; e se sia minore, sarà mino- 
re. Son dunque quattro grandezze, vale a dire 
due basi AF , FU, c due solidi AU, ED; e si 
son presi qualunque equimultiplici della base 
AF e del solido AU , cioè la base LF ed il so- 
lido LU ; ed altri qualunque equimultiplici della 
base FH c del solido ED , cioè la base FN ed 
il solido NU ; e si è dimostralo il solido LU 
superare il solido NU, scia base LF superi la 
base FN; uguale, se è uguale; c minore, se mi- 
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uorc, adunque come la base AF è alla base FH, 
cosi il solido AU e al solido FI). Sicché se un 
solido ce. C. 13. D. 

PRO P. XXVI. T E O R. 

sili una data linea retta , e ad un punto dato 
in essa, costituire un angolo solido uguale 
ad un angolo solido dato , il quale sia con- 
tenuto da tre angoli piani. 

Sia la data linea retta AB (fig.uG.), il punto 
dato in essa A, e l’angolo solido dato in D, che 
è contenuto dagli angoli piani EDC, EDF 1 , KDC : 
bisogna alia data linea retta Ali, ed al pulito A ' 
dato in essa costituire un angolo solido uguale 
al dato angolo solido in L). 

Si prenda nella linea retta DF qualsivoglia 
punto F , dal quale si abbassi la FG perpen- 
dicolavc al piano, clic passa per le DE, DC 
( prop. ti. XI. ) ; ed incontri ii piano nel puni- 
to G ; si congiunga la DG , ed alla linea retta 
AB , ed al punto A dato in essa , si costituisca 
1’ angolo BAL uguale all’ angolo ED E , c l’an- 
golo BAK uguale all’ angolo EDG (prop. od.I.): 
indi si ponga la AK uguale alla DG, e dal punto 
K si elevi al piano BAL la perpendicolare KH 
(prop. tu. XI.) , la quale si faccia uguale alla G F ; 
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e si congiunga la HA. Dico l’angolo solido in A, 
che è contenuto dagli angoli piani BAL , BAH, 
HAIj essere Tignale all’angolo solido in D, con- 
tenuto dagli angoli piani HDC , E1)F , FDG 
Prendansi uguali le linee reitc AB , DK ; c 
congiungansi le DB, KB, FE, GE. E poiché la 
FG è perpendicolare al piano sottoposto, sarà an- 
che perpendicolare a tutte le lince reticelle la in- 
contrano, e sono nel medesimo piano (ttef.3 .Xl.y, 
quindi l’uno e l’altro degli angoli FGD, FGE 
è retto: e per la medesima ragione è retto rimo 
e 1’ altro degli angoli 11KA , I1KB. E perchè 
le due KÀ, AB sono uguali alle due GD, DE, 
1’ una all’ altra , C contengono angoli uguali ; 
sarà la base BK uguale alla base EG ( prop.4.1 .): 
ma la KH è uguale alla GF, e contengono an- 
goli retti , adunque la HB è uguale, alla 1E. 
Similmente, perché le due AK , KH sono uguali 
alle due DG , GF , e contengono angoli retti 
sarà la base All uguale alla base DF ; ed é la 
AB uguale alla DE, adunque le due HA, AB 
sono uguali alle due FD , DE, e la base I IH 
è uguale alla base FE, sarà perciò 1’ angolo BA1I 
uguale all’ angolo EDF ( prop.8.1 .). Per la me- 
desima ragione F angolo UAL è uguale all’an- 
golo FDG: conciosiac.hè se. prendiamo uguali le 
AL, DC , cd uniamo Ic,KL , 1 IL , GC , FG 
sarà in primo luogo F angolo KAL uguale al- 
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1’ angolo GDC , perchè tutto 1’ angolo BAL è 
uguale a tutto l'angolo EDC, e ia parte BAK 
si pone uguale alla parte EDG; inoltre, sono 
le (lue KA , AL uguali alle due GD , DC , e 
contengono angoli uguali ; dunque la l>asc KL 
sarà uguale alla base GC (prop. 4- /. ) : è poi 
KI1 uguale a GF, dunque le due LK , K1I sono 
uguali alle due CG, GF, e contengono gli an- 
goli retti, quindi la base IIL è uguale alla base 
FC. Similmente , perchè le due HA , AL sono 
uguali alle due FI), DC, e la base 11L è uguale 
alla base FC; sarà l’ango|o UAL uguale all’an- 
golo FDC (prop.8. /.). Laonde i tre angoli piani 
BAL , BAH , UAL da’ quali si contiene 1’ an- 
golo solido in A , sono rispettivamente uguali 
a’ tre angoli piani EDC , EDF , FDC da’ quali 
si contiene l’angolo solido in D , e sono simil- 
mente disposti; adunque l’angolo solido in A è 
uguale all’angolo solido in D ( prop.B.XI . ). 
Per la qual cosa ad una data linea l'ctla, e ad un 
punto dato in essa si è costituito un angolo solido 
uguale ad un àngolo solido dato, e contenuto 
da tre angoli piani. C. B. F. 
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Da una data linea retta descrivere un pa- 
rallelepipedo simile e similmente posto ad 
un altro parallelepipedo dato. 

i 

Sia la data linea retta AL , e ’l dato paral- 
lepipcdo CD: bisogna dalla data linea retta AB 
descrivere un parallelepipedo simile e similmente 
posto al dato parallclcpidedo CD. 

Costituiscasi alla linea retta AB, ed al punto 
A dato in essa un angolo solido uguale all’an- 
golo solido in C (prop.prec .), il quale sia con- 
tenuto dagli angoli piani BAK, KA1I, IIAB, in 
modo che 1’ angolo BAK sia uguale all’ angolo 
ECG, l’angolo. KAII all’angolo GCF, e l'angolo 
IIAB all’angolo FCE : e si faccia comcECaCG, 
così BA ad AK ; e come GC a CF, così KA ad 
AH (prop. tu. VI. ); sarà per egualità ordinata 
come EC a CF, cosi BA ad AH (prop. a 2 . V.'). 
Si compisca il parallelogrammo B1I , ed il so- 
lido AL. 

E perchè come la EC alla CG così sta la BA 
alla AK , e sono esse i lati intorno agli angoli 
uguali ECG, BAK; adunque il parallelogrammo 
BK è simile al parallelogrammo EG : c per la 
medesima ragione il parallelogrammo KH è si- 
mile al parallelogrammo GF, cd il parallclogram- 
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mo 11B al parallelogrammo FE. Sicché tre pa- 
rallelogrammi del solido AL sono simili a tre 
parallelogrammi del solido CD ; ma tre a tre 
opposti son simili ed uguali ( prop. 24 . XI. ) ; 
dunque i sei parallelogrammi del solido AL sono 
rispettivamente simili a’ sei parallelogrammi del 
solido CD ; ed oltre a ciò , gli angoli solidi di 
essi sono rispettivamente uguali , perchè sono 
contenuti da angoli piani fra loro uguali e si- 
milmente disposti (prop. B. XI. ) ; adunque il 
solido AL è simile al solido CD ( def. //. XI. ). 
Per la qual cosa, dalla data linea retta AB si è 
descritto il parallelepipedo AL simile e simil- 
mente posto al dato parallelepipedo CD.C. B.F. 

P R Q P. XXVIII. T E O R. 

Se un solido parallelepipedo sia segato da un 
piano che passa per le diagonali de’ piani 
opposti , sarà segato per metà. 

Sia AB (fig. 28. ) il sòlido parallcpipcdo ; e 
sieno DE, CF le diagonali de’ piani opposti AH, 
GB. Ed essendo le due CD, FE parallele alla 
stessa GA , con la quale non sono nel medesi- 
mo piano, saranno le due CD, FE fra loro pa- 
rallele ( prop. (). XI. ) -, quindi le diagonali 
CF , DE saranno nel piano di queste parallele 
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( prop.y.XI .), e parallele fra loro ( prop . >6. XI.). 
Dico il solido AB essere segato per meli» dal 
piano CDEF. 

E poiché il triangolo CGF è uguale al trian- 
golo GBF, e'1 triangolo ADE al triangolo DI1E 
(jprop.34.I.) ; ed è il parallelogrammo CA ugua- 
le al parallelogrammo BE , che gli è opposto 
(pr 0 p.a 4 .XI.), ed il parallelogrammo GE al pa- 
rallelogrammo CH; sarà il prisma contenuto da’ 
due triangoli CGF,DAE, e da’ tre parallelogram- 
mi CA, GE, EG uguale al prisma clic si con- 
tiene da’ due triangoli CBF, D11E, e da’ né pa- 
rallelogrammi BE, CH , EG : perciocché sono 
essi contenuti da piàni di numero e di gran- 
dezza uguali. Laonde tutto il solido AB è se- 
gato per metà dal piano CDEF. C. B. D. 

SCOLIO I. 

Per provare l’uguaglianza de’ prismi, ne’quali 
si decompone il parallelepipedo, gli espositori e 
cementatori di Euclide si rapportano alla defi- 
nizione decima , clic da noi si è tralasciata , c 
che si trova inserita nel lesto greco in questi ter- 
mini : le figure solidi simili ed uguali sono 
quelle , che son contenute da piani simili ed 
uguali di numero e di grandezza. Simson il 
primo avverti l’uguaglianza de’ solidi essere l’og- 
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gotto di una dimostrazione , e non già di una 
definizione; e non essere gencralmcnto vero che 
le figure solide, contenute da piani simili ed uguali 
di numero e di grandezza, sono uguali fra loro. 

In elTetti, sia il cubo MB (Jig.»p .), e si tirino 
nel quadrato DB le diagonali DB , EF ; e dal 
•punto C della loro intersezione si elevi al piano 
BEDF la perpendicolare CA (prop. ta.X.1. ), la 
quale si prolunghi dall’ una c dall’ altra parte 
del piano , in modo clic la CG sia uguale alla 
CA, ma ninna di esse sia maggiore del lato BH 
del cubo ; ed in fine si congiungano le BA , 

FA , DA , EA ; e le BG , FG , DG , EG. E 
poiché le due AC , EB sono uguali alle due 
AC, CF, e comprendono angoli retti (dt :f.3.XI'); 
sarà la base AB ugnale alla base AF (prop.4- ; 
e per la medesima ragione la retta AE è uguale 
alla retta AD. Or perchè le due AG , CE sono 
uguali alle due AG , GB , C contengono angoli 
retti , sarà la base AE uguale alla base AB ; 
adunque le quattro linee rette AB , AF , AE , 
AD sono uguali fra loro. Similmente dimostre- 
remo essere uguali fra loro le quattro lince rette 
GB, GF,GD,GE. Inoltre, essendo le due AG, 
GB uguali alle due GG, CB, ed uguali gli an- 
goli ACB , GCB , perchè entrambi sono retti ; 
sarà la base AB uguale alla base GB. Ma si è 
dimostrato essere uguali fra loro sì le rette AB, 
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AF , AE , AD clic le rette G13, GF, GD, GE; 
adunque ciascuna delle AB , AF , AE , AD è 
uguale a ciascuna delle GB , GF , GD , GE. 
Per la qual cosa i due triangoli ABF, GBF, che 
hanno i due lati AB, AF uguali a’ due lati GB, 
GF , c comune la base FB, sono fra loro per- 
perfettamentc uguali (prop.8.I.) ; e per la me- 
desima ragione sono perfettamente uguali fra loro 
i triangoli ADF , GDF ; ed i triangoli ADE , 
GDE ; e finalmente i triangoli AEB , GEB. In 
tal modo si otterranno due solidi, ciascuno con- 
tenuto da nove piani : cioè il primo da’ cinque 
quadrati DK, KN, PsB, Eli, DN del cubo, e da’ 
quattro triangoli che si costituiscono al punto A; 
e l’altro dagli stessi cinque quadrati , e da’ quat- 
tro triangoli clic si costituiscono al punto G ; ed 
i piani dell’uno sono, come si è dimostrato, ri- 
spettivamente simili cd uguali a quelli dell’al- 
tro , pertanto i solidi non sono uguali ; poiché 
il primo è uguale al cubo ed alla piramide , cd 
il secondo è uguale all’eccesso del cubo e della 
piramide. 

A tale uopo il citato Simson aggiunse le pro- 
posizioni A, B , C, che da noi si sono arrecate; 
c cercò di confermare la verità delle proposi- 
zioni a5 , a6 , a8 ec. di questo libro , cd altre 
ancora del libro duodecimo , le quali , secondo 
le di lui espressioni , infirmo hactenus innite- 
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bantur funclamento : ma non si accorse il va- 
lentuomo clic il principio da lui stabilito nella 
proposizione C non era applicabile alla propo- 
sizione 28, perciocché non sono similmente di- 
sposti i piani di que’ due prismi , ne’ quali si 
divide un parallelepipedo segato dal piano che 
passa per le diagonali de’ piani opposti. Quindi 
soggiungerò qui apprèsso una rigorosa dimo- 
strazione ordita sulle vedute del Signor Legen- 
dre , che conobbe il primo questo neo geome- 
trico non avvertito ancora da tanti cementatori 
ed espositori di Euclide. 

SCOLIO IL 

In primo luogo i lati AG , DC , EF , 11B 
{fig. n8. ) del solido parallelepipedo AB sieno 
perpendicolari alla base ; e per le diagonali CF, 
DG si concepisca passare il piano: si dimostre rii 
come nella proposizione essere prismi i solidi 
ADEGCF , I1DEBCF. Si applichi il prisma 
HDEBCF sul prisma ADEGCF in modo che il 
triangolo IIDE si adatti sul triangolo ADE , 
facendo cadere il punto E sul punto D , e la 
linea retta Eli su la DA ; coinciderà il punto 
H col punto A , per essere la EH uguale alia 
DA; e perchè sono uguali gii angoli DAE, I)31E, 
la linea retta DH coinciderà con la retta Ali; e 
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perchè solfo uguali le rette , cadrò il punto D 
sul punto E: per la qual cosa il triangolo IIDE 
combacerò col triangolo ADE. Oltre a ciò , la 
linea retta EF coinciderò con la DG , la HB 
con la GA , c la DC con la FE; altrimenti da 
. un medesimo punto si potrebbero innalzare due 
linee rette perpendicolari ad un medesimo piano, 
e dalla medesima parte , lo che non può farsi 
(prop. /3.XI-) ; e per la uguaglianza di quelle 
rette , il punto F cadrà sul punto C , il punto 
B sul punto G, e ’l punto C sul punto F. 

* Sicché il triangolo FBC combacerò col trian- 
golo CGF ; il parallelogrammo BE col paralle- 
logrammo CA ; il parallelogrammo CH col pa- 
rallelogrammo GE; ed. il parallelogrammo CE ; 
con se medesimo. Laonde i prismi ADEGCF , 
HDEBCF sono uguali fra loro. 

Ma sieno i lati (fig.3o.) EA, FB, 1ID , GC 
del parallelepipedo BI1 inclinati alla base ; e 
pe’ punti B, F si conducano perpendicolarmente 
al lato BF i piani B adc , F ehg, clic incontre- 
ranno da una parte in « , d , c , e dall’ altra 
in e , A, g i tre lati AE, DM, CG dello stesso 
parallelepipedo. I piani Bade , F ehg sono pa- 
ralleli, perchè ad entrambi è perpendicolare la 
retta BF (prop. /y. XI. ) ; ed il piano B aeF è 
parallelo al piano edhg , perchè sono paralleli 
i piani BAEF , DCGH ; e per la medesima ra- 
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gionc il piano FBc^ è parallelo al piano adite : 
dunque il solido Bade F ehg è un parallelepi- 
pedo, cd ha i lati perpendicolari alla base. Per 
la qual cosa , congiunte le diagonali B d , F fi , 
sarà il prisma triangolare B adVeh uguale al 
prisma triangolare BdoFfig. Ciò premesso , poi- 
ché l’ una c l’ akra delle rette ÀE, ae è uguale 
alla retta BF (prop.&4.I% sarà la AE uguale 
alla ae ; e tolta Ae di comune , ■ rimarrà A a 
uguale ed Ee. Similmente si dimostra essere 
D d uguale ad Ufi. Si concepisca il solido Ve 
EH fi applicato sopra il solido BaiiDd , in modo 
che il triangolo F eh cada sopra il suo eguale 
B ad ; allora il punto e cadendo sul punto a , 
cd il punto fi sul punto d, i lati Ee , Ufi ca- 
dranno su i loro eguali Aa , D d , poiché essi 
son perpendicolari al medesimo piano Bar/; quin- 
di tutti i piani dei solido' FeEIiA comhaceranno 
con tutti i piani del solido BaADcl , e tali so- 
lidi saranno uguali fra loro. Aggiungasi lor di 
comune il solido BADF/ie e sarà il prisma 
BadFefi uguale al prisma BADFEH. Si dimo- 
strerà similmente il prisma BdcVfig essere u- 
guale al prisma BDCFIIG : ma i prismi Bad 
Ve fi , BdcVgfi sono uguali fra loro ; dunque 
eziandìo uguali fra loro sono i prismi BADFEI 1 
BDCFHG. 
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PR OP. XXIX. T E 0 R. 

I solidi parallelepipedi che hanno la mede- 
sima base, e la medesima altezza, ed i lati 
insistenti alla base nelle stesse linee rette, 
saranno uguali fra loro. 

I solidi parallelepipedi AH , AK (fig. 3/. ) 
abbiano la medesima base AB , e la medesima 
altezza ; ed i loro lati insistenti alla base AF , 
AG, LM, LN, CD, CE, BH, BK sieno nelle 
stesse linee rette FN , DK. Dico il solido AH 
essere uguale al solido AK. 

E perchè le due figure CH, CK sono paral- 
lelogrammi, sarà l’una e l’altra delle DII,EK 
uguale alla CB (prop. 34. 1. ) , perciò DH è 
uguale ad EK ; ed aggiuntavi di comune HE , 
sarà DE uguale ad HK. Inoltre CD è uguale 
a BH , e CE a BK ( prop. 34. /. ) ; adunque i 
due triangoli CDE, BIIK sono uguali fra loro; 
ma il parallelogrammo DG è uguale all” altro 
HN, (prop. 36. 1. ): e per la medesima ragione 
sono fra loro uguali i triangoli AFG , LMN ; 
ed il parallelogrammo CF è uguale al paralle- 
logrammo BM ; e finalmente il parallelogrammo 
CG al parallelogrammo BN , perchè sono op- 
posti ( prop. 04 . XI. ). Laonde il prisma conte- 
nuto da’ due triangoli AFG, CDE e da’ tre pa- 
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rallelogrammi AD , DG , GC è uguale al pris- 
ma die si contiene da’ due triangoli LMN , BHK 
e da’ tre parallelogrammi BM, MK, KL: (juindi 
tolto il prisma LMNBHK dal solido la cui base 
è il parallelogrammo AB, e’ 1 piano ad esso oppo- 
sto , FDKN ; e dal medesimo solido tolto ancora 
il prisma AFGCDE, rimarrà il solido parallele- 
pipedo AH uguale al solido parallelepipedo AK. 
Per la qual cosa se due solidi parallelepipedi 
ec. C. B. D. 

PROP. XXX. TEOR. 

I solidi parallelepipedi che hanno la mede- 
sima base , e la medesima altezza , ancor- 
ché i lati insistenti alla base non sieno 
nelle stesse linee rette , pure sono uguali 
fra loro. 

I solidi parallelepipedi CM , CN ( j Hg. 3a. ) 
abbiano la medesima base AB , e la medesima 
altezza; ma i lati AF, AG, LM, LN, CD, CE, 
BH , BK , che insistono alla base , non sieno 
nelle stesse linee rette. Dico il solido CM essere 
uguale al solido CN. 

Si prolunghino le FD , MH c le NG , KE , 
fino a che convengano ne’ punti O, P, Q, R ; 
c si congiungano le AO , LP, BQ, CR. E poi- 
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ehè il piano LBHM è parallelo al piano op- 
posto ACDF , ed il piano LBI1M è quello in 
cui sono le rette parallele LB , MHPQ , ed in 
cui è la figura BLPQ ; ed il piano ACDF è 
quello in cui sono le parallele AC, FDOR, ed 
in cui è la figura CAOR ; adunque le figure 
BLPQ, CAOR sono ne’ piani fra loro paralleli. 
Similmente, perchè il piano ALNG è parallelo 
al piano opposto CBKE , ed il piano ALNG è 
quello in cui sono le parallele AL, OPGN, ed 
in cui è la figura ALPO ; ed il piano CBKE 
è quello in cui sono le parallele CB , RQEK , 
ed in cui è la figura CBQR; adunque le figure 
ALPO, CBQR sono ne’ piani fra loro paralleli: 
ma sono eziandio fra loro paralleli i piani ACBL, 
ORQP , adunque il solido CP è parallelepipe- 
do. Ora il solido CM la cui base è il parallelo- 
grammo ACBL , ed opposto ad esso FDHM , è 
uguale al solido CP la cui base è il paralle- 
logrammo ACBL , ed opposto ad esso ORQP 
(j orop. prec.)-, perciocché Sono nella medesima 
base, od i loro lati insistenti alla base, cioè AF, 
AO, CD, CR; LM, LP, BH, BQ sono nelle stesse 
linee rette FR, MQ: c parimenti il solido CP è 
uguale al solido CN, perchè sono nella medesima 
base ACBL, ed i loro lati insistenti alla base, 
cioè AO , AG , LP , LN ; CR , CE , BQ , BK 
sono nelle stesse linee rette OPÌ , RK. Laonde 
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il solido CM è uguale al solido CN. Per la qual 
cosa se due solidi parallelepipedi ec. C. B. D. 

P R O P. XXXI. T E O R. 

I solidi parallelepipedi che hanno uguali ba- 
si , e la medesima altezza , ■ sono uguali 
fra loro. 

I solidi parallelepipedi SE , CF ( fig. 33. ) 
sieno nelle uguali basi SB , CD , c della me- 
desima altezza: dico il solido SE essere uguale 
al solido CF. 

fc.' e * , .■ • * 

In primo luogo i lati de’ detti parallelepipedi 
insistano perpendicolarmente alle basi SB, CD : 
e si dispongano i solidi in modo che le basi siano 
nel medesimo piano , ed i lati CL , LB per 
dritto ; la linea retta LM che insiste al punto 
L, sarà comune a’ solidi SE, CF (prop. *3. XI.)-, 
e sieno SV , TX , BE , DF , OP , CN le altre 
rette che insistono alle basi. Se P angolo SLB 
non è uguale all’ angolo CLD , si prolunghino 
le DL, TS fino a che convengano in A: e me- 
nata per B la BH parallela alla DA , si pro- 
lunghino le HB , OD fino a che convengano in 
Q ; e su le basi AB , LQ si compiscano i so- 
lidi AE, LR in maniera la ML che sia una delle 
loro linee rette insistenti alle basi. 
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Il solido AE, la cui base è il parallelogrammo 
LE ed il piano ad esso opposto AK , è uguale 
al solido SE la cui base è il parallelogrammo 
LE , ed il piano ad esso opposto SX ; percioc- 
ché sono nella medesima base LE , della me- 
desima altezza, ed i loro lati insistenti alla base: 
cioè LA , LS , Eli , BT ; MG , MV , EK , 
EX sono nelle medesime linee rette AT , GX 
( prop- '-$■ X/. ). E poiché il parallelogrammo 
AB è uguale al parallelogrammo SB , per es- 
sere nella medesima base LB , c tra le mede- 
sime parallele LB , AT (pmp.35. /. ) ; ma là 
base SB è uguale alla base CD, adunque il pa- 
rallelogrammo AB è uguale al parallelogrammo 
CD ; quindi sarà come il parallelogrammo AB 
al parallelogrammo LQ , così il parallelogrammo 
CD allo stesso LQ (prop.y. V. ). Ed essendo 
il solido parallelepipedo AR segato dal piamo 
LMEB parallelo a’ piani opposti AK, DR, sarà 
come la base AB alla base LQ , così il solido 
AE al solido LIl (prup.a5.XI.): c parimenti 
essendo il solido parallelepipedo CR segalo dal 
piano LE parallelo a’ piani oppòsti CP , BIl , 
sarà come la base CD alla base LQ, così il so- 
lido CF al solido Lll; ma si è dimostrato come 
la base AB alla base LQ , così essere la base 
CD alla base LQ ; adunque come il solido AE 
al solido LR , così il solido CF al solido LR ; 
e perciò il solido AE è uguale al solido CF : 
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ma il solido AE si è dimostralo uguale al soli- 
do SIC; adunque il solido SIC é uguale al solido CF. 

Ma le linee rette ( Jig. 34. ) AG, HK , BE , 
LM ; CN , RS , DE , OP non sieno perpendi- 
colari alle basi : dico parimente il solido AE 
essere ugnale al solido GF. Si tirino (prop.t t.XI.) 
da’ punii G , K , E , M ; N , S , F , P al sot- 
toposto piano le perpendicolari GQ, KT, EV , 
MX; NY, SZ, FI, PU ; ed incontrino il piano 
ne’ punti Q,.T,V,XjY,Z,I,U; c si 
congiungano le QT , TV, VX, XQ; YZ , ZI, 
Iti , UY. E poiché le»GQ, KT sono perpen- 
dicolari al medesimo piano , saranno fra loro 
parallele ( prop. 6. XI. ) ; e sono ancor parallele 
le MG, EK ; adunque i piani ET, MQ de’ quali 
uno passa per EK , KT , c l’ altro per MG , 
GQ, sono paralleli fra loro (prop. i5. XI. ); e 
per la medesima ragione anche i piani MV , 
GT sono fra loro paralleli , adunque il solido 
QE è parallelepipedo. Si dimostrerà similmente 
il solido YF essere parallelepipedo. Or è chiaro, 
da quanto si è premesso , il solido ICQ essere 
uguale al solido FY; perciocché sono nelle uguali 
basi MK , PS, c della medesima altezza, ed i 
loro lati insistono alle basi perpendicolarmente: 
ina il solido EQ è uguale al solido AE , ed il 
solido FY al solido CF (prop. sg. ovvero 3o. XI. ), 
poiché essi sono nella medesima base , c della 
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medesima altezza; adunque il solido AE è uguale 
al solido CF. Per la qual cosa se due solidi pa- 
rai lclcdijtedi ee. C. B. D. 

PROP. XXXII. TEOR. 

I solidi parallelepipedi che hanno la mede- 
sima altezza , sono fra loro come le basi. 

Sicno i solidi parallelepipedi AB, CD ( fig.35 .) 
clic abbiano la medesima altezza : dico essere 
fra loro come le basi , cioè come la base AE 
alla base CF, così il solido AB al solido CD. 

Si applichi alla linea retta FG il parallelo- 
grammo FH uguale al parallelogrammo AE, in 
niodo clic 1’ angolo FGH sia uguale all’ angolo 
LCG ( cor.projj. 45. I. ) ; e si compisca il pa- 
rallelepipedo GK la cui base sia FH , ed uno 
de’ lati insistenti alla base sia FD : adunque il 
solido AB è uguale al solido GK {prop. 3 t.XI. ) , 
poiché sono nelle uguali basi, c della medesima 
altezza. E perchè il solido parallelepipedo CK. 
è segato dal piano DG parallelo ai piani opposti, 
sarà come la base IIF alla base FC, così il so- 
lido HD al solido DC ( prop . o5. XI. ): ma la 
base FH è uguale alla base Ali, cd il solido 
GK al solido AB ; adunque come la base AE 
alla base CF, così è il solido AB al solido CD. 
Sicché i solidi parallelepipedi ec. C. B. D. 
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Cok. Quindi i prismi a basi triangolari , e 
che hanno la medesima altezza , sono ira loro 
come le basi. 

I prismi le cui basi sono i triangoli AEM , 
CFG ( fig. ; 35. ) , ed i triangoli ad essi opposti 
N BO , PDQ , abbiano la medesima altezza; e si 
compiscano i parallelogrammi AE , CF , ed i 
parallelepipedi AB , CD-; e nel primo sia MO 
una delle linee rette insistenti alla base , e nel- 
1’ altro GQ. E poiché i solidi parallelepipedi 
AB , CD hanno la medesima altezza , saranno 
tra loro come la base AE alla base CF; per la 
qual cosa i prismi , che sono le metà di essi 
( prop. a8. XI. ), sono eziandio tra loro come la 
base AE alla base CF, ovvero come il triangolo 
AEM al triangolo CFG (prop. i5. V. ). 

PROP. XXXIII. T E O R. 

I parallelepipedi simili sono fra loro in tri- 
plicata ragione de’ lati omologhi. 

Siano i solidi parallelepipedi simili AB , CD 
(fig- 36. ) ; ed il Iato AE sia omologo al lato 
CF. Dico il solido AB essere al solido CD in 
triplicata ragione di AE a CF. 

Si prolunghino le EK , EL , EM per dritto 
alle AE , GE , IIE ; e si ponga EK uguale a 


CF, EL ari FN , ctl amora ME uguale ad FR ; 
e si compiscano il parallelogrammo KL, ed il 
solido KO. E poiché per la somiglianza de’ so- 
lidi AB , CD 1’ angolo AEG è uguale alliango- 
lo CFN ; ed è 1’ angolo AEG uguale all’ ango- 
lo KEL (prop.tó.I.), sarà l’angolo KEL ugua- 
le all’ angolo CFN ; ma sono le due KE , EL 
uguali alle due CF , FN , dunque il parallelo- 
grammo KL è uguale e simile al parallelogram- 
mo CN. Per la medesima ragione il parallelo- 
grammo MK è uguale e simile al parallelo- 
grammo CR , c parimenti il parallelogrammo 
OE al parallelogrammo FD: sicché tre paralle- 
logrammi del solido KO sono uguali c simili 
a tre parallelogrammi del solido CD; ma tre a 
tre opposti sono simili ed uguali (prop. 34 .XI '. ), 
adunque il solido KO é uguale e simile al so- 
lido CD ( prop. C. X/.). Compiscasi il paralle- 
logrammo GK ; e dalle basi GK , KL paratie— 
logramme , e con la medesima altezza di AB , 
compiscansi i solidi* EX, LP tali che la linea 
retta'EH sia una di quelle che insistono alle basi. 

Per la somiglianza de' solidi AB, CD, c per- 
mutando , come la AE alia CF , così è la EG 
alla FN, eia Idi alla 111; é poi la FG uguale 
alla EK , la FN alla EL , c la FR alla EM , 
adunque sarà come la AE alla EK , cosi la EG 
alla EL , e la HE alla EM : ma come la AE 
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alla EK, cosi il parallelogrammo AG al paral- 
lelogrammo GR ( prop. i. FI.)) e come la GE 
alla EL , così GK a KL ; t e come la 11E alla 
EM , così PE a KM ; come dunque il paralle- 
logrammo AG, è al parallelogrammo GK , così 
GK a KL , c PE a KM: ma come AG a GK, 
così il solido Ali al solido EX (prop. a 5. XI.)-, e 
come GK a KL, così il solido EX al solido PL; 
c come PE a KM, così il solido PL al solido KO; 
dunque eziandio coinè il solido AB al solido EX, 
così EX a PL, e PL a KO. Ora se quattro grandez- 
ze sieno in continua proporzione, la prima si dice 
avere alla quarta ragion triplicala di quella che 
lia alla seconda, ancor dunque il solido? 1 AB ha 
al solido KO ragion triplicata di quella che AB 
ha ad EX : ma come AB ad EX , così il pa- 
rallelogrammo AG al parallelogrammo GK, e la 
retta AE alla retta EK ; per la qual cosa il so- 
lido AB avrò al solido KO ragion triplicata di 
quella che ha la AE alla EK : ma il solido KO è 
uguale al solido CD , e la retta EK è uguale 
alla retta CF , dunque il solido AB ha al so- 
lido CD ragion triplicata di quella che il lato 
AE ha al suo omologo CF. C. B. D. 

Cor. Da ciò è manifesto , che , se quattro 
linee rette siano proporzionali , come sarà la 
prima alla quarta, così il parallelepipedo che si 
fa dalla prima al solido simile e similmente de- 
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scritto dalla seconda ; perciocché la prima ha 
alla quarta ragion triplicata di quella che ha 
alla seconda ( def //. V.') 

PROP. D. T E O R. 

1 solidi parallelepipedi contenuti da paralle- 
logrammi equiangoli , ciascuno a ciascuno, 
cioè quelli che hanno gli angoli solidi u— 
guali, sono fra loro in ragion composta dal- 
le ragioni de ’ lati che sono intorno agli an- 
goli solidi uguali. 

* 

Siano i solidi parallelepipedi AB, CD (Jig-D ■); 
ed il solido AB sia contenuto da’ parallelogrammi 
AE, AF, AG equiangoli , ciascuno a ciascuno, 
ai parallelogrammi CH , CK , CL da’ quali si 
contiene il solido CD. Dico il solido AB essere 
al solido CD in ragion composta di AM a DL, 
di AN a DK , e di AO a DII 

Si prolunghino le MA, NA, OA verso i punti 
P , Q , R , in maniera che la AP sia uguale 
alla DL , la AQ alla DK, e la AR alla DII; e 
compiscasi il solido parallelepipedo AX , con- 
tenuto cioè da’ parallelogrammi AS , AT , AY 
rispettivamente simili ed uguali ai parallelo- 
grammi CH , CK, CL: il solititi AX sarà dun- 
que simile od uguale al solido CD ( prop . C.XI.). 
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Si compisca ancora il solido AY la cui base è 
A S, ed AO una delle linee rette che insistono 
alla base ; e si esponga una retta qualsivoglia 
A , e come MA ad AP , così si faccia A alla 
retta B; e come NA ad AQ, così si faccia B a 
c ; e come OA ad AR , così si faccia c a D» 

E poiché il parallelogrammo AE è equiangolo 
al parallelogrammo AS, sarà AE ad AS in ra- 
gion composta di MA ad AP, e di NA ad AQ : 
ma come MA ad AP , così A sta a B ; e come 
NA ad AQ , così B sta a c , adunque il paral- 
lelogrammo AE è al parai lelogi'jpnmo AS in ra- 
gion composta di A a i c di b a c, cioè come 
A a c ( prop. n3. VI.}. Ora i solidi parallele- 
pipedi AB, AY che son costituiti fra i piani pa- 
ralleli BOY, EAS, sono della medesima altezza; 
quindi il solido AB c al solido AY, come la base 
AE alla base AS ( prop . 3 a. XI.), cioè come la 
retta A alla retta c ; cd il solido AY è al solido 
AX, come la base OQ alla baseQU (prop.a5.XI.), 
cioè conte la retta OA alla retta AR, ossia come 
la retta c alla retta D. Per la qual cosa essendo il 
solido AB al solido AY, come la retta A alla retta 
c; ed il solido AY al solido AX, come la retta 
c alla retta n ; sarà per egualità il solido AB 
al solido AX. ossia CD , come la retta A alla 
retta D : ma a sta a D in ragion composta di 
A a B , di b a 8 , edicaB ( de/i A- } 
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le quali ragioni sono rispctlivarticnte uguali a 
quelle de' lati MA ad AP, NA ad AQ, ed OA 
ad All; ed i lati AP, AQ, AR sono uguali ai 
lati DL, DK, DII, ciascuno a ciascuno; adun- 
que il solido AB è al solido CD in ragion com- 
posta dalle ragioni de’ lati AM a DL , AN a 
DK , ed AO a DII. C. B. D. 

PROP, XXXIV. T E O R. 

Le basi de ’ solidi parallelepipedi uguali sono 
reciprocamente proporzionali alle altezze ; 
ed i solidi parallelepipedi , de 3 (piali le basi 
sono reciprocamente proporzionali alle al- 
tezze p sono uguali fra loro. 

Sieno uguali i solidi parallelepipedi AB, CD 
(fg. 3j. ) ; dico le loro Rasi essere reciproca- 
mente proporzionali alle altezze ; cioè come la 
Lasc Eli alla base NP, così essere l’altezza del 
solido CD all’altezza dei solido AB. 

In primo luogo i lati AC , EF , LB , 11K ; 
OMf , 1NX, OD, PR insistano alle basi de’ detti 
solidi ad angoli retti. Se la base Eli sia uguale 
alla base Pi P, per la uguaglianza de’ solidi AB , 
CD , sarà ancora la CM uguale la AG : per- 
ciocché , se le basi EH , EP essendo uguali , 
non sieno uguali le altezze AG , C.M , nè an- 
che il solido AB sarà uguale al solido CD , lo 
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che è contrario alla supposizione-, adunque l’al- 
tezza GM è uguale all’ altezza AG ; e perciò 
come la base Eli alla base NP, così sarà la CAI 
alla AG. 

Non sia la base Eli uguale alla base NP, ma 
la Eli sia maggiore; poiché il solido AB è uguale 
al solido CD , sarà la CAI maggiore della AG-; 
c fatta la CT uguale alla AG , dalla base NP, 
e coll’altezza CT si compisca il parallelepipedo 
CV. E perchè il solido AB è uguale al solido 
CD, sarà come il solido AB al solido CV, così 
il solido CD al solido CV (jprop.y.P r .) : ma come il 
solido AB al solido CV , così la base Eli alla base 
NP (prop- 3 2. XI.) , perciocché i solidi AB, CV 
sono ugualmente alti ; e come il solido GD al— 
P altro CV , così la base AIP alla base PT 
( prop. n5. XI. ) , e la retta AIC alla retta CT 
( prop . i. VI- ) ; come dunque la base Eli è 
alla base NP, così la AIC alla CT; ma la CT è 
uguale alla AG , adunque come la base Eli è 
alla base NP , così la MC 'alla AG, Sicché le 
basi de’ solidi parallelepipedi uguali AB, CD 
sono reciprocamente proporzionali alle altezze. 

Ma sieuo le basi de’ solidi parallelepipedi AB, 
CD reciprocamente proporzionali alle altezze , 
cioè sia come la base EH alla base NP, così l’al- 
tezza del. solido CD all’ altezza del solido AB : 
dico il solido AB essere uguale al solido CD. 
Sieno parimente i loro lati perpendicolari alle 
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basi : e se la base EH sia aguale alla base NP , 
perchè la base EH è alla base NP come 1’ al- 
tezza del solido CD all’ altezza del solido AB , 
sarà 1* altezza del solido CD uguale all’ altezza 
del solido AB ; ma i parallelepipedi , che sono 
nelle uguali basi e delia medesima altezza, sono 
uguali fra loro ( prop. 3 /. XI. ) ; adunque il 
solido AB è uguale al solido CD. 

Che se la base EH non sia uguale alla base 
NP, e sia la EH maggiore; poiché come la base 
EH alla base NP , così CM altezza del solido 
CD ad AG altezza del solido AB , sarà la CM 
maggiore della AG; e perciò fatta la CT uguale 
alla AG , si compisca similmente il solido CV. 
E perchè come la base EH alla base NP , così 
la CM alla AG , e la AG è uguale alla CT ; 
adunque sarà come la base EH alla base NP , 
così la MC alla CT : ma come la base EH al- 
la base NP , così il solido AB al solido CV 
( prop. 3a. XI. ) , e come la MC alla CT, così 
la base MP alla base PT , ed il solido CD al 
solido CV (prop. a5. XI. ) ■, come dunque il 
solido AB al solido CV , così il solido CD al 
solido CV. Per la qual cosa 1’ uno c l’ altro 
de’ solidi AB , CD avendo al solido CV la me- 
desima ragione, sarà il solido AB aguale al so- 
lido CD. C. B. D. 

Inoltre , le rette (fig. 38. ) FE , BL , GA , 
KH ; XN , DO , MC , RP non sieno ad angoli 
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retti alle basi de* solidi ; c da’ punti F, B, K, 
G; X, D, R, M ai piani delle basi EH , NP 
si abbassino le perpendicolari , le quali incon- 
trino i detti piani ne’ punti S, Y, V, T; Q, I, 
U, Z, e si compiscano i solidi FV , XU , che 
saranno parallelepipedi , come nell' ultimo caso 
della prop. 3l. di questo libro si è dimostrato. 
Dico che essendo uguali i solidi AB , CD , le 
basi saranuo reciprocamente proporzionali alle 
altezze : cioè come la base EH alla base NP , 
così 1’ altezza del solido CD all’ altezza del so- 
lido AB. Perciocché il solido AB è per ipotesi 
uguale al solido CD, ma ai solido AB è uguale 
il solido BT , perchè sono nella medesima base 
FK , e della medesima altezza ; ed il solido DC 
è uguale al solido DZ , perchè sono nella me- 
desima base XR , e della medesima altezza 
(prop. ag. oppure 3o. XI. ); sarà dunque il so- 
lido BT uguale al solido DZ. Ma le basi de’ so- 
lidi parallelepipedi uguali , quando i loro lati 
insistono alle basi perpendicolarmente , sono in 
ragion reciproca delle altezze ; adunque come 
la base FK alla base XR , così 1’ altezza del 
solido DZ all* altezza del solido BT : ma la base 
FK è uguale alla base EH, e la base XR alla 
base NP, onde come la base EH alla base NP, 
così l’altezza del solido DZ all’altezza del solido 
BT; sono però le medesime le altezze de’ solidi 
DZ, DC, come ancora de’ solidi BT, BA, adunque 
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come la base EII alla base IN P, così l’altezza del 
solido DC all’altezza del solido BA. Per la qual 
cosa le basi de’ parallelepipedi uguali AB, CD 
sono reciprocamente proporzionali alle altezze. 

Similmente , sicno le basi de’ solidi paralle- 
lepipedi AB , CD reciprocamente proporzionali 
alle altezze, cioè sia come la base Eli alla base 
3\P , così 1’ altezza del solido CD all’altezza del 
solido AB. Dico il solido AB essere uguale al 
solido CD. Imperciocché fatta la stessa costru- 
zione , essendo come la base EI1 alla base NP 
così 1’ altezza del solido CD all’ altezza del so- 
lido AB , ed essendo la base EI1 uguale alla 
base FK, e la KP alla XR; sarà come la base 
FK alla base XII, così l’altezza del solido CD 
all’ altezza del solido AB : ma sono le stesse le 
altezze de’ solidi AB, BT, non che de’ solidi CD, 
DZ ; adunque come la base FK alla base Xlt , 
così 1’ altezza del solido DZ all’ altezza del so- 
lido BT. Sicché le basi de’ solidi parallelepipedi 
BT, DZ sono reciprocamente proporzionali alle 
altezze; ma i loro lati insistono alle basi ad an- 
goli retti, adunque, come precedentemente si è 
• dimostrato, il solido BT è eguale al solido DZ: è 
poi il solido BT uguale al solido BA, ed il so- 
lido DZ al solido DC ( prop . ‘ 2 g. oppure 3o.Xl.), 
coinechè sono nelle medesime basi , c della 
medesima altezza; laonde anche il solido AB è 
uguale al solido CD. C. B. I). 
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PROP. XXXV. T E 0 R. 

Se ai vertici di due angoli piani uguali si 
costituiscano linee rette in sublime , che 
con le linee rette poste da principio con- 
tengano angoli uguali , ciascuno a ciascu- 
no ; indi si prendano nelle sublimi quali 
punti si vogliano , e da essi a * piani in 
cui sono gli angoli si abbassino le perpen- 
dicolari; e finalmente si congiungano i pun- 
ti , fatti dalle perpendicolari ne 1 piani , co ’ 
vertici de 1 primi angoli , le congiungenti con 
le rette sublimi conterranno angoli uguali. 

Siano due angoli piani uguali RAG , EDF 
(fig-3g.) ; e da’ punti A , JD si costituiscano in 
sublime le linee rette AG , DM , le quali con 
le linee rette poste da principio contengano an- 
goli uguali, ciascuno a ciascuno, cioè l’angolo 
GAB uguale all’angolo MDE, e l’angolo GAG 
uguale all’angolo MDF ; indi si prendano nelle 
AG , DM quali punti si vogliano G , M , da’ 
quali si tirino ai piani che passano per BAC , 
EDF le perpendicolari GL, MN che incontrino 
i detti piani ne’ punti L , N ; e finalmente si 
congiungano le LA, ND. Dico l’ angolo GAL es- 
sere uguale all’angolo MDN. 

Pongasi la AH uguale alla DM , e per H si 
meni la HK parallela alla GL. Essendo la GL 
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perpendirqjare al piano BAC, anche la I1K sarà 
perpendicolare al piano BAC (j>rop . 8. XI. ). Si 
tirino da’ punti" K, N alle linee rctid AB, AC, 
DE, DF le perpendieolari KB, KC, NE, NF ; 
e si congiungano le IIB , BC , ME , EF. E 
poiché la IIK è perpendicolare al piano BAC, 
anche il piano HBK clic si conduce per essa 
sarà perpendicolare al piano BAC ( prop.t8.XI 
ma iicl piano BAC si è tirata la AB perpendi- 
colare alla BK, connine sezionò de’ piani, adunque 
la AB è perpendicolare al piano H BK ( de f. 4 . XI .), 
ed a tutte le lineò rette che la incontrano , e 
sono nel medesimo piano ( def. 3. XI. ) ; cioè 
alla retta BH che la incontra , ed è nel detto 
piano , onde F angolo ABH è retto ; e per la 
medesima ragione è retto l’angolo DEM, quin- 
di l’angolo ABH è uguale all’angolo DEM; ma 
l’angolo IIAB è uguale all’angolo MDE, adunque 
i due triangoli HAB , MDE hanno due angoli 
uguali a due angoli, ciascuno a ciascuno, ed un 
lato uguale ad un lato che sottende uno degli 
angoli uguali , cioè HA uguale a DM ; per la 
qual cosa , dovendo essere i rimanenti lati uguali 
ai rimanenti lati, ciascuno a ciascuno (prop,a6.1 . ), 
sarà la AB uguale alla DE. Similmente , con- 
giunte le HC , MF , dimostreremo la AC essere 
uguale alla DF. Ora essendo la AB uguale alla 
DE, e la AC alla DF, le due BA, AC saranno 


Digitized by Google 


83- 

uguali alle due ED , DF ; ed ancor 1’ angolo 

BAC è uguale all’ angolo EDF, dunque la base 
BC è uguale alla base EF, ed i rimanenti an- 
goli sono uguali a’ rimanenti angoli ( prop.4.I , ,), 
cioè l’angolo ABC all’angolo DEF: ma l’angolo 
retto ABK è uguale all’ angolo retto DEN, dun- 
que il rimanente angolo CBK è uguale al ri- 
manente FEN; e per la medesima ragione ancor 
1’ angolo BCK è Uguale all’ angolo EFN. Sicché 
son d*ie triangoli BCK, EFN che hanno due 
angoli uguali a due angoli, ciascuno a ciascuno, 
ed un lato uguale ad un lato, che è 'adiacente 
agli angoli uguali , cioè BC ad EF ; avranno i 
rimanenti lati uguali a’rimanenti lati ( prop.a'6.l ), 
e perciò la BK è uguale alla EN ; ma anche 
la AB è uguale alla DE : laonde le due AB , 
BK sono uguali alle due DE , EN , e conten- 
gono angoli retti ; adunque la base AK è uguale 
alla base DN. E perchè la AH è uguale alla DM, 
sarà il quadrato di AH uguale al quadrato di 
DM; ma al quadrato di AH sono uguali i qua- 
drati di AK, KH ( prop . 4j . /. ), essendo retto 
1* angolo AKII ; ed al quadrato di DM sono 
uguali i quadrati di DN , NM , essendo retto 
1’ angolo DNM : dunque i quadrati di AK, KH 
sono uguali a’ quadrati di DN , NM , de’ quali * 
il quadrato di AK è uguale al quadrato di DN ; 
quindi il rimanente quadrato di K1I è uguale 
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al rimanente quadrato di NM; e la linea retta 
HK è ugnale alia MN. Ed essendo le due HA , 
AK uguali alle due MD , DN , ciascuna a cia- 
scuna, e la base HK uguale alla base MN, come 
si è dimostrato , sarà l’ angolo HAK uguale al- 
l’ angolo MDN. G B. D. 

Cor. Da ciò è manifesto , che se due angoli 
piani siano uguali , e da’ loro vertici si costitui- 
scano linee rette sublimi uguali, che con le rette 
poste da principio contengano angoli uguali , 
ciascuno a ciascuno, le perpendicolari, che dagli 
estremi di dette sublimi si tirano ài piani in 
cui sono i primi angoli , sono uguali fra loro. 

PROP. XXXVI. TEOR. 

« 

Se tre linee rette siano proporzionali , il so- 
lido parallelepipedo fatto dalle tre linee sarà 
uguale al parallelepipedo equilatero che si 
fa dalla media , equiangolo al primo. 

Siene tre linee rette proporzionali A, B, C, 
(fig>4o.) cioè sia A a B , come B a G Dico il 
solido, che si fa dalle A, B, C, essere uguale 
al solido equilatero che si fa dalla B , equian- 
golo all’ anzidetto. 

Espongasi l’ angolo solido D cQntenuto dagli 
angoli piani EDF, FDG, GDE; e pongasi uguale 
alla retta B ciascuna delle ED, DF, FG, e com- 
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. piscasi il solido parallelepipedo DH; e pongasi 
uguale alla retta A, la linea retta LK , ed al 
punto K in essa , costituiscasi ( prop. a 6. XI. ) 
l’angolo solido contenuto dagli angoli piani LKM, 
MKN , NKL rispettivamente uguali agli angoli 
piani EDF, I*DG, GDE; e pongasi la KN uguale 
alla retta B, e la KM alla retta C; e compiscasi 
il solido parallelepipedo KO. E poiché come A 
a B , così B a C , e ad A è uguale la LK , a 
B ciascuna delle DE, DF , ed a C la KM ; sarà 
come la LK alla ED , così la DF alla K-\f : 
quindi i parallelogrammi LM , EF , avendo i 
lati intorno agli angoli uguali reciprocamente 
proporzionali, sono uguali fra loro (prx>p.t4-f / !•)■ 
E perchè gli angoli piani EDF, LKM sono fra 
loro uguali, e da essi si sono costituite le lince 
rette sublimi uguali DG , KN , le quali colle 
linee rette poste da principio contengono angoli 
uguali, ciascuno a ciascuno, le perpendicolari, 
che si tirano da’ punti G , N ai piani EDF , 
LKM, saranno uguali fra loro ( corpropprvc .); 
laonde i solidi KO , DII sono della medesima 
altezza. Ma i solidi parallelepipedi che sono nelle 
uguali basi, e della medesima altezza, sono fra 
loro uguali (prop. 3t. XI. ) ; adunque il solido 
KO è uguale al solido D11. Ora il solido KO è 
fatto dalle tre A, B, C, ed il solido DH dalla 
media B ; sicché se tre linee rette ec. C. B. D. 
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PROP. XXXVII. T E O R. 

Se quattro linee rette siano proporzionali , i 
solidi parallelepipedi che si fanno da esse 
simili e similmente descritti saranno ancora 
proporzionali ; e se i solidi parallelepipedi 
' che si fanno da esse simili e similmente 
descritti siano proporzionali , le linee rette 
saranno ancora proporzionali. 

t . . 

Sieno quattro lince rette proporzionali 
AB, GD, EF, GH; cioè sia come la AB alla CD , 
così la EF alia GH ; e si descrivano da esse i 
solidi parallclèpipcdi simili e similmente posti 
AK, CL, EM , GN. Dico come AK a CL, così 
essere EM a GN. 

Si facciano continuamente proporzionali le AB, 
CD , 0 , P (prop. ft. VI. ) ; non che le EF , 
GH , Q , R. E poiché come la AB è alla CD , 
così la EF alia GH , sarà la CD alla retta O, 
come la GH alla retta Q ; ma la retta O alla 
retta P , come la retta Q alla retta R ; quindi 
per egualità , come la AB è alla retta P , così 
la EF alla retta R {prop. aa. V. ): ma come 
la AB alla retta P, così il solido AK è al so- 
lido CL ( cor. prop. 33. XI:)-, e come la EF 
alla retta R, così il solido EM è al solido GN ; 
come dunque il solido AK al solido CL, così è 
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il solido EM al Solido GN ( prop . n. V. ). 

Inoltre, sia come il solido AK al solido CL , 
così il solido EM al solido GN. Dico come la 
linea retta A13 alla retta CD, così essere la retta 
EF alla retta GII. 

Si faccia come la All alla CD , così la EF 
alla ST , c dalla ST si descriva {prop. ay. XI. ) 
il solido parallelepipedo SV simile e similmente 
posto all’ uno c all’ altro de’ solidi EM , GN. 
E poiché come la AB alla CD, così è la EF 
alla ST l} c dalle AB , CD si sono descritti i 
parallelepipedi simili c similmente {«isti AK,CL; 
e dalle EF, ST i parallelepipedi simili c simil- 
mente posti EM,SV ; sarà come AK a CE, così 
EM ad SV: ma si è supposto come AK a CE, così 
EM a GN ; adunque il solido GN è uguale al 
solido SV (jjrop. g. V^) ; c sono ancora simili e 
similmente posti , quindi i piani dai quali sono 
contenuti saranno simili ed uguali ; ed uguali 
saranno fra loro i lati omologhi GII , ST. Per 
la qual cosa essendo come la AB alla CD, così 
la EF alla ST , e la ST uguale alla GII; sarà 
come la AB alla CD, rosi la EF alla GII. Laonde 
se quattro linee rette ec. C. B. D. 
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P R O P. XXXVM. -T E O R. 

Se un piano sia perpendicolare ad un altro 
piano , e prendasi in uno dì essi quel punto 
che si vorrà , dal quale si tiri all’ altro 
piano la perpendicolare ; questa cadrà nella 
comune sezione di detti piani. 

Sia il piano CD ( fig.42.') perpendicolare al piano 
AB, e la loro comune sezione sia la AD; e prendasi 
nel piano CD qualsivoglia punto E. Dico la per- 
pendicolare che dal punto E si tira al piano 

AB , cadere nella AD. 

7 * \ 

Se può essere , cada fuori , come la EF , ed 
incontri il piano AB nel punto F ; e dal punto 
F alla DA nel piano AB tirisi la perpendico- 
lare FG ( prop. /a. /. ), la quale sarà eziandio 
perpendicolare al piano CD ( def. 4. XI. ) ; e 
congiungasi la EG. Perciocché la FG è perpen- 
dicolare al piano CD , sarà perpendicolare alla 
linea retta EG che la incontra, cd ènei piano 
CD ( deJ] 3 .XI. ) ; quindi 1’ angolo FGE è retto: 
ma perchè la EF è perpendicolare al piano AB, 
ancor l’angolo EFG è retto, adunque due an- 
goli del triangolo EFG sono uguali a due retti, 
lo che c assurdo. Sicché la perpendicolare ti- 
rata dal punto E al piano AB non cadrà fuori 
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della linea retta AD; ma è necessario che cada 
in essa. Se dunque un piano ec. C. B. D. (*). 

PROP. XXXIX. T E 0 R. 

Se in un solido parallelepipedo si seghino per 
metà i lati di due piani opposti , e pe’ punti 
medii si conducano i piani ; la comune se- 
zione di detti piani ed il diametro del so- 
lido parallelepipedo si segheranno scambie- 
volmente per metà. 

Nel solido parallelepipedo AF (fig~43.), i lati de’ 
piani opposti CF, AH siano segati per metà ne’ 
punti K, L y M, N; X, 0, P, R ; e si congiun— 

■« 

— ■ ■ ■■ * ■■■ 

(*) N. B. Se un piano sia perpendicolare ad un al- 
tro piano , é da un punto dato in uno di èssi si' vo- 
glia condurre all’ altro piano la perpendicolare , è chia- 
ro che ciò si farà , conducendo da quel punto alla co- 
mune sezione de’ piani la perpendicolare , la quale, in 
forza della definizione 4 di questo libro , sarà perpen- 
dicolare al piano sottoposto : e siccome una è la per- 
pendicolare, che da quel punto si può condurre al 
piano, sottoposto , è necessario , nella nostra ipotesi , 
che la detta perpendicolare cada nella comune sezione 
de piani. Quindi il Simson opina essere inutile questa 
proposizione , e la crede aggiunta a questo Libro da 
qualche imperito di geometria. 
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gano le KL , MN , XO , PR. Essendo le DK , 
CL oguali c parallele, saranno le KL, DG pa- 
rallele fra loro ( prop. ,33 . I. ) ; c per la me- 
desima ragione saranno fra loro parallele le Mlf, 
BA : ma la BA è parallela alla DG ; adunque 
l’una e l’altra delle KL, BA è parallela alla DG, 
con la quale non sono nel medesimo piano, quindi 
sarà la KL parallela alla BA ( prop. g. XI. ) ; 
cd essendo 1’ una e 1’ altri delle KL , MN pa- 
ralleli! alla' BA, con la quale non sono nel me- 
desimo piano , sarà Ja KL parallela alla MN : 
per la qual cosa le KL , MN sono in un piano. 
Similmente si dimostrerà esscré in un piano le 
XO, PR. Or sia YS la comune sezione de’ piani 
RN , XR , e DG il diametro del solido paral- 
lelepipedo AF. Dico le YS, DG incontrarsi fra 
loro , e segarsi scambievolmente per metà. 

Si congiungano le DY , YE , BS , SG. Per- 
ciocché la DX è parallela alla OE , saranno 
uguali gli angoli alterni DXY, YOE ( prop.ag.1 .)„ 
E poiché la DX è uguale alla OE , c la XY 
alla YO , e contentino angoli uguali , sarà la 
base DY uguale alla base YE , ed i rimanenti 
angoli uguali ai rimanenti angoli (prop. 4 . I. ); 
cioè 1’ angolo XYD è uguale all’ angolo OYE , 
quindi là DYE è linea retta ( prop. i 4 . /. ) ; e 
per la medesima ragione la BSG è linea retta, 
e la BS è uguale alla SG. Ora essendo la CA 
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uguale e parallela alla DB , e la CA altresì 
uguale e parallela alla EG, sarà la DB uguale e 
parallela alla EG ( prop. g. Xf. ); ma vengono 
congiunte dalle linee rette DE, BG, adunque 
la DE è uguale e parallela alla BG ( prop.33.I.y. 
c si sono presi nell'una e l’altra di esse i punti 
D , Y , G , S , e congiunte le DG , YS ; sono 
dunque le DG , YS in un piano ; ed è chiaro 
che debbano incontrarsi , s’ incontrino in T. E 
poiché la DE è parallela alla BG , sarà 1’ an- 
golo EDT uguale all’ angolo BGT , essendo al- 
terni (prop. ag. I. ) ; ina ancor 1' angolo DTY 
è uguale all’ angolo GTS ( prop. t5. 1. ) , sono 
dunque due triangoli DTY , GTS che hanno 
due angoli uguali a due angoli , ciascuno a cia- 
scuno, ed un lato uguale ad un lato, che sot- 
tende uno degli angoli uguali , cioè DY a GS; 
perciocché sono metà delle DE , BG : laonde 
avranno i rimanenti lati uguali ai rimanenti 
lati; vale a dire la DT è uguale alla TG,e la 
YT alla TS. Sicché se in un solido parallele- 
pipedo ec. C. B. D. 

• 

,,,,, ... . i j -,,ì^ | M-*' 

■ . -rss ggt iwfe a tn •« 

■ / ptràfec 

q fi ima / i. oj:Ì/v. l<tfc < .0*1 .4»«t*** !■; 
. ’ .u i . . • ! ' •*: ' : • •’ • 
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P R O P. XL. T E O R. 

Se siano due prismi triangolari ugualmente 
alti , de’ quali uno abbia per base un pa- 
rallelogrammo , e V altro un triangolo , e 
sia il parallelogrammo doppio del triangolo ; 
tali prismi saranno uguali fra loro. 

» 

Siano i prismi ugualmente alti ABCDEF , 
GHK-LMN (fig. 44- ) , de’ quali uno è conte- 
nuto da’ due triangoli ABE, CDF, e da’ tre pa- 
rallelogrammi AD , DE , EC i e 1’ altro da’ due 
triangoli GHK, LMN, e da’ tre parallelogrammi 
LH , HN , NG ; ed il primo abbia per base il 
parallelogrammo AF, e l’altro il triangolo GHK, 
e sia il parallelogrammo AF doppio del trian- 
golo GHK. Dico il prisma ABCDEF essere uguale 
al prisma GHKLMN. 

Si compiscano i solidi AX, GO. E poiché il 
parallelogrammo AF è doppio del triangolo GHK, 
ed il parallegrammo IIK è ancor doppio del trian- 
golo GHK (prop.34.I-)', sarà il parallelogrammo 
AF uguale al parallelogrammo HK. Ma i so- 
lida parallelepipedi che sono nelle uguali basi , 
e della medesima atterza , sono fra loro uguali 
( prop.3t.Xl.); adunque il solido AX c uguale 
al solido GO. E poi del solido AX metà il prisma 
ABCDEF , e del solido GO ne è metà il prisma 
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GHKLMN ( pròp. a8. XI. ) ; laonde il prisma 
ABCDEF è uguale al prisma GHKLMN. Quindi 
se siano due prismi triangolari ugualmente alti, 
de’ quali uno abbia per base un parallelogrammo, 
e l’altro ec G B. D.- 


Fine dell ’ unde cimo libro. 


Digitized by Google 


9 5 


DEGLI ELEMENTI 

DI EUCLIDE 


LIBRO DUODECIMO. 


LEMMA I. (*). 

Esposte due grandezze disuguali , se dalla 
maggiore si tolga più della metà , e da ciò 
che resta si tolga ancora più della metà , e 
così sempre si faccia ; si giugnerà final- 
mente ad ottenere una grandezza , che sarà 
minore della grandezza minore esposta. 

Siano due grandezze disuguali AB, C ( \fig45 .), 
ed AB sia la maggiore. Dico , che , se da AB 
se ne tolga più della metà, c da ciò che resta 
se ne tolga di nuovo più della metà , e questo 


( ) N. B. Questo lemma , che è la proposizione pri- 
ma , del libro decimo , è necessario per ben intendere 
alcune proposizioni di questo libro. 
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si fàccia sempre, si otterrà finalmente una certa 
grandezza, che sarà minore della grandezza C. 

Perciocché la grandezza C moltiplicala può 
addivenire maggiore della grandezza Ali , si mol- 
tiplichi , e sia DE la moltiplice di C maggior 
di AE ; indi si divida la DE nelle parti DF , 
FG , GE uguali a G ; e si tolga da AB più 
della metà BH , e da AH si tolga ancora più 
della metà HK , e questo si seguili a fare fin- 
ché si ottengano nella AB tante divisioni , quante 
ve ne sono nella DE ; e siano AK , KH , HB 
le parti della AB uguali di numero alle parti 
DF, FG, GE della DE. E poiché la DE è mag- 
giore della AB , e si è tolto dalla DE meno 
della metà EG , ma dalla AB più della metà 
BH ; sarà la rimanente GD maggiore della ri- 
manente HA. Similmente, poiché la GD è mag- 
giore della HA , e si è tolta dalla GD la metà 
GF , ma dalla HA più della metà HK; sarà la 
rimanente FD maggiore della rimanente AK : 
ma la FD è uguale alla grandezza C ; adunque 
la grandezza C sarà maggiore della rimanente AK. 
Per la qual cosa della AB è rimasta la gran- 
dezza AK minore della minore esposta G G B. D. 
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P R O P. I. T E O R. 

, * « 5 . * ' ‘ • / * I . * 

I poligoni simili iscritti ne* cerchi sono fra 
loro come i quadrati de 3 diametri. 

Sieno i cerchi ABCDE, FG11KL (Jig- 46.), ed 
in essi i poligoni simili ABCDE, l'GllKL; ed i 
diametri de’ cerchi sieno BM , GN. Dico come 
il quadralo di BM al quadrato di GN, cosi es- 
sere il poligono ABCDE al poljgouo FGI1KL. 

Si congiungano le BE , AM, GL, FN. E 
poiché il poligono ABCDE è simile al poligono 
FGHKL , sarà 1’ angolo BAE uguale all’ angolo 
’ GFL , e come la BA alla AE , così la GF alla 
FL ( def. 1 . VI. ). Adunque sono due triangoli 
BAE , GFL che hanno un angolo uguale ad un 
angolo , cioè 1’ angolo BAE all’ angolo GFL, e 
proporzionali i lati intorno agli angoli uguali ; 
onde il triangolo ABE è equiangolo al triangolo 
GFL (prvp. 6. VI.)’, c perciò 1’ angolo AEB è 
uguale all’angolo FLG; ma l’angolo AEB è uguale 
all’ angolo AMB ( prop. a /. III. ) , perchè sono 
nel medesimo segmento di cerchio , e 1’ angolo 
FLG è ugnale all’angolo F’NG ; dunque l’angolo 
AMB è uguale all’angolo FNG: è poi l’angolo 
retto BAM uguale al retto GFN (jprop.3 /.III . ), 
quindi il rimanente sarò uguale al rimanente ; 
adunque il triangolo ABM è equiangolo al trian- 

7 
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golo FGN ; perciò come BM a GN , così BA a 
GF (prop.4-f^J-), e la ragion duplicata di BM 
a GN sarà la stessa che la duplicata di BA a 
GF. Ma il poligono ABGDE è al poligonoFGHKL 
in duplicata ragione di BA a GF ( prop. 20 . VI.) ; 
adunque il poligonoABCDEèal poligonoFGHKL 
in duplicata ragione dì BM a GN , ossia come 
il quadrato di BM al quadrato di GN. Per la 
qual cosa i poligoni simili ec. C. B. D. 

PRO P. IL T E O R. 

1 cerchi sono fra loro come i quadrati 
de’ diametri. 

i 

Siano i cerchi ABCD , EFGH ( fig- 4q- ) , ed 
i loro diametri siano BD , FH. Dico come il 
quadrato di BD al quadrato di FH, così essere 
il cerchio ABCD al cerchio EFGH. 

Se non sia così, sarà coinè il quadrato di BD- 
al quadrato di FH, così il cerchio ABCD ad uno 
spazio o minore, o_ maggiore del cerchio EFGH : 
e suppongasi prima ad uno spazio minore, che 
sia S; e nel cerchio EFGH si descriva il qua- 
drato EFGH. Il quadrato descritto nel cerchio 
è maggiore della metà del cerchio; perchè se 
pei punti E , F , G , H si tirino le tangenti 
al cerchio , sarà il quadrato EFGH la metà del 
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quadrato descritto intorno al cerchio ; ma il cer- 
chio è minore dèi quadrato descritto intórno ad 
esso , dunque il quadrato EFGH è maggiore della 
metà del cerchio EFGH. Si seghino per mezzo 
le circonferenze EF , FG , GH , HE ne’ punti 
K , L , M , N , e si congiungano le- EK , KF , 
FL,*LG, GM , ME, HN, NE: ciascuno de’trian- 
goli EKF , FLG , GMH , HNE è maggiore della 
metà del segmento • del cerchio in cui egli con- 
siste ; poiché se pei punti K , L , M , N si 
conducano le tangenti al cerchio , e si compi- 
scano i parallelogrammi che sono nelle linee 
rette EF , FG , G1I , HE , ciascuno de’ trian- 
goli EKF , FLG , GMH , HNE sarà metà del 
parallelogrammo in cui è descritto (prop. 4 
ma il segmento è minore del parai lelogrammp, 
adunque ciascuno de’ triangoli EKF, FLG, GMH, 
HNE è maggiore della metà del segmento cir- 
colare in cui egli consiste. Per la qual cosa se- 
gando per mezzo le altre circonferenze , con- 
giungendo le linee rette, e ciò facendo sempre, 
resteranno finalmente de’ segmenti di cerchio 
minori dell’ eccesso' , onde il cerchio EFGH su- 
pera lo spazio S, come è chiaro dal Lemma I. 
di questo librò. Siano dunque i segmenti EK , 
KF , FL , LG , GM , MH , HN , NE minori 
dell’ eccesso, onde il cerchio EFGH supera lo 
spazio S; sarà il rimanente poligono EKFLGMHN 
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maggiore dello spazio S. Dy cri vasi ancora nel 
cerchio ABCD il .poligono AXBOCPDR simile 
al poligono EKFLGMHN; sarà dunque come il 
quadrato di BD al quadrato di FU, così il po- 
ligono AXBOCPDR al poligono EKFLGMHN 
( prop. i. XII. ) ; ma come il quadrato di BD 
al quadralo di FU , cosi il cerchio ABGtf allo 
spazio S , adunque come il cerchio ABCD allo 
spazio 3 , Così il poligono AXBOCPDR al poli- 
gono EKFLGMHN : è pòi il cerchio ABCD mag- 
giore del poligono descritto in esso; onde ancora 
lo spàzio S sarà maggiore del poligono EKFL 
GMHN ( prop. 14 - V. ) ; ma ne è minore, come 
prima si è dimostralo , lo che non può essere. 
Laonde non è come il quadralo di BD al qua- 
dralo di FU,, così il cerchio ABCD ad uno spazio 
minore del cerchio EFGH. Similmente dimo- 
streremo non essere come il quadrato di FU al 
quadrato di BD, così il cerchio EFGH ad uno 
spazio minore del cerchio A13CD. Dico inoltre 
neanco essere come il quadrato di BD al qua- 
dralo di FU, così il cerchio ABCD ad uno spazio 
maggiore del cerchio EFGII ; perciocché, se egli 
è possibile , sia ad uno spazio maggiore T: sarà 
invertendo come il quadrato di FU al quadrato 
di BD , così lo spazio T al cerchio ABCD, op- 
pure , come il quadrato di FH al quadralo di 
BD , così il cerchio EFGH, che è minore dello 
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spazio T , ad uno spazio minore del cerchio 
ABCD , lo che si è dimostrato impossibile. Dun- 
que non è come il quadrato di BD al quadrato 
di FII , cosi il cerchio ABCD ad uno spazio mag- 
giore del cerchio EFGHj e si è dimostrato non 
essere anche ad uno minore , onde come il qua- 
drato di BD al quadrato di FH , cosi il cc'r ehio 
ABCD al cerchio JiFGH. Per la qual cosa i cer- 
chi sono tra loro come i quadrali de’ diametri 
C. B. D. , 

P R O R. HI. T E O R. . 


Ogni piramide , che ha la 'base triangolare , 
si divide in due piramidi uguali e simili 
fra loro , che hanno le basi triangolari , e 
simili a tutta ; ed in due prismi uguali , che 
sono maggiori della metà di tutta la pi- 
ramide. 




Sia la piramide (fg. 48.) la cui base c il 
triangolo ABC, e’1 vertice il punto D. Dicola 
piramide ABCD dividersi in due piramidi uguali 
e simili fra loro, che hanno le Itasi triangolari, 
e simili a tutta, ed in due prismi uguali; ed 
essere i due prismi maggiori della metk di tutta 
la piramide. ■ 

• Si seghino le AB , BC , CA , AD , DB , DC 
per metk ne’ punti E, F, G,H, K, L ; e 'ti 
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congi ungano le EH , EG , GH , HK , KL , LH , 
EK , KF, FG. E poiché la AE è uguale alla 
EB , e la AH alla HD , sarà la HE parallela 
alla DB ( prop. a. VI. ) ; e per la medesima ra- 
gione la HK è parallela alla AB ; è dunque 
HEBK parallelogrammo, onde la HK è uguale 
alla EB {prop. 34. I. ) : ma la EB è uguale 
alla AE , dunque la AE sari uguale alla HK ; 
ed è la AH uguale alla HD , sicché le due EA, 
AH sono uguali alle due K1I , HD , ciascuna a 
ciascuna , e 1’ angolo EAH uguale all’ angolo 
KlID {prop. ag. I. ); adunque la base Eli è 
uguale alla base KD, e’1 triangolo AEH uguale 
e simile al triangolo HKD {prop. 4 ■ I ■ )• Si di- 
mostrerà similmente il triangolo AGH uguale e 
simile al triangolo IlLD. Ora le due linee rette 
EH, HG che s’incontrano sono parallele alle 
due KD, DL che parimenti s’ incontrano, ma 
non nel medesimo piano, esse conterranno an- 
goli- uguali ( prop. io. XI. ) ; cioè 1’ angolo 
EHG è uguale all’ angolo KDL. Di nuovo , 
poiché le due linee rette EH, HG sono uguali 
alle due KD, DL, ciascuna a ciascùna, e l’an- 
golo EHG è uguale all’angolo KDL , sarà la base 
EG uguale alla base KL > e ’l triangolo EHG 
uguale e simile al triangolo KDL; e per la mede- 
sima ragione il triangolo AEG è uguale e simile 
al triangolo HKL. Ber la qual cosa la piramide la 
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cui base è il triangolo AEG , e ’l vertice il punto 
H, è uguale e simile alla piramide la cui base è il 
triangolo KHL , e ’l vertice il punto D. E perchè 
ad un lato del triangolo ADB, cioè al lato AB, 
si è condotta la parallela HK , sarà il triangolo 
ADB equiangolo al triangolo HDK, e perciò sono 
proporzionali i .lati intorno agli angoli uguali 
( prop . 4 ■ VI- ) ; otidc il triangolo ADB è si- 
mile al triangolo . I1DK ; e per la medesima ra- 
gione il triangolo DBC è simile al triangolo 
DKL , il triangolo ADC al triangolo HDL , ' e 
finalmente il triangolo ABC al triangolo AEG: 
ma si è dimostrato il triangolo AEG essere si- 
mulile al triangolo HKL , dunque eziandio il trian- 
golo ABC sarà simile al triangolo^HKL. Laonde 
la piramide la cui base è il triangolo ABC, e’1 
vertice il punto D , è simile alla piramide , la 
cui base è il triangolo I1KL, c ’l vertice il 
punto D : ma la piramide la cui base è il trian- 
golo HKL, e ’l vertice il punto D , si è dimo- 
strata simile alla piramide la cui base è il trian- 
golo AEG, c’I vertice il puntoli; dunque be- 
nanche la piramide la cui base è il triangolo 
ABC, e’i vertice il punto D, è simile alla pi- 
ramide la cui ba>c -e il triangolo AEG, e’1 ver- 
tice il punto H. Sicché Duna e P altra delle 
piramidi AEGH, HKLD esimile a tutta la pi- 
ramide ABCD. * • - • -, • 
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Essendo la BF uguale alla FC , sarà il pa- 
rallelogrammo EBFG doppio del .triangolo GFG 
(prop. 4*- /• )» ma se due prismi siano ugual- 
mente alti , ed uno abbia per base un paralle- 
logrammo, l’altro un triangolo, c sia il paral- 
lelogrammo doppio del triangolo , tali prismi 
sono fra loro uguali (prop. 4o. XI. ) ; adunque 
il prisma contenuto da’ due triangoli BKF , 
EHG e da’ tre parallelogrammi EBFG, EBKH, 
KHGF è uguale al prisma contenuto da’ due 
triangoli FGC, KHL e da’ tre parallelogrammi 
FGHK, FOLK , GCLH; perciocché sono ugual- 
mente alti , essendo tra i piani paralleli ABC , 
I1KL. Inoltre è manifesto essere ciascuno de’ 
detti prismi maggiore di ciascuna delle pira- 
midi, le cui basi sono i triangoli AEG, 11KL, 
ed i vertici i punti li, D; poiché se congiun- 
giamo la linea retta EF , il prisma la cui base 
è il parallelogrammo EBFG , e la linea ‘retta 
HK ad esso opposta , è maggiore della piramide 
la cui base è il triangolo EBF , e ? 1 vertice il 
pnnto K ; ma questa piramide è' uguale alla 
piramide la cui base è il triangolo AEG , e ’l 
vertice il punto II ( comechè sono contenute da 
piani simili ed uguali ) ; adunque il prisma la 
cui base è il parallelogrammo EBFG, e la linea 
retta I1K opposta ad esso, è maggiore della pi- 
ramide la cui base è il triangolo AEG, è’1 ver- 
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tice il punto H. Ma il prisma la cui base è il 
parallelogrammo EBFG , e la linea retta 11K 
opposta ad esso , è uguale al prisma la cui base 
è il triangolo FGC , ed il triangolo KHL op- 
posto ad esso ; e la piramide la cui base è il 
triangolo AEG , e ’1 vertice il punto H, è uguale 
alla piramide la cui base é il triangolo IJKL , 
e ’l vertice il punto D : adunque i due anzidetti 
prismi sono maggiori delle piramidi le cui basi 
sono i triangoli AEG , HKL , ed i vertici i 
punti H , D. Sicché tutta la piramide ABCD si 
è divisa in due piramidi uguali e simili fra loro, 
e simili a tutta ; ed in due prismi uguali ; e 
sono i due prismi maggiori della meth di tutta 
la piramide. C. fi. D. 

V. prop: IV. • &E O R. 

Se due piramidi , che hanno le basi triango- 
lari , siano ugualmente alte , e V una e l’altra 
di loro si divida in due piramidi fra loro 
uguali , e simili alla tutta , ed in due prismi 
uguali ; e l’una e l’altra delle fatte piramidi 
si divida nello stesso modo , e ciò si faccia 
sempre : saranno come la base di una pirami- 
de alla base dell’ altra, così ancora tutti i 
prismi che sono in una piramide a tutti i 
prismi che sono nell’altra, uguali di numero. 

Siano due piramidi ugualmente alte (fg. 4g- ) * 
che abbiano le basi triangolari ABC, DEF, ed 
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i vertici siano i punti G, H; e l’un* « l’altra 
di loro si divida in due piramidi fra loro uguali 
e simili alla tutta , ed in due prismi uguali ; e 
1* una e 1’ altra delle fatte piramidi si divida 
nello stesso modo, e ciò si faccia sempre. Dico 
come la base ABC alla base DEF , così essere 
tutti i prismi che sono nella piramide ABGG a 
tutti i prismi di numero uguali, che sono nella 
piramide DEFH, 

Si faccia la medesima costruzione del teorema 
precedente ; e poiché la BX è uguale alla XC, 
e la AL alla LC , sarà la XL parallela alla AB 
( prop . a. VI.), e ’1 triangolo ABC simile al 
triangolo LXC ; e per la medesima ragione il 
triangolo DEF è simile al triangolo RVF. E 
perchè la BC è doppia della CX, e la EF della 
FV; sarò come la BC alla CX, così la EF alla 
FV: ma sulle BC, CX sono descritti i rettilinei 
simili e similmente posti ABC , LXC , e sulle 
EF , FV i rettilinei simili e similmente posti 
DEF , RVF ; adunque come il triangolo ABC 
al triangolo LXC, così il triangolo DEF al trian- 
golo RVF (prop. 22 . c permutando co- 

me il triangolo ABC al triangolo DEF , così 
il triangolo LXC al triangolo RVF. Ora essendo 
i piani ABC , OMN paralleli fra loro, non che 
i piani DEF , STY (prop. i5. XI. ) , le per- 
pendicolari Uguali che da’ punti G , H si ti- 
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rapo alle basi ABC , DEF , saranno divise per 
metà , rame sono divise per' metà le rette GC , 
HF da’ medesimi piani ne’ punti N , Y : sicché 
i prismi LXCOMN , RVFSTY sono ugualmente 
alti , e perciò come la base LXC alla base RVF, 
ovvero come il triangolo ABC al triangolo DEF , 
così il prisma LXCOMN al prisma RVFSTY, 
Ma i due prismi che sono nella piramide ABCG 
sono uguali fra loro, non che i due prismi che 
sono nella piramide DEFH ; come dunque il 
prisma la cui base è il parallelogrammo KBXL , 
e la linea retta MO opposta ad esso, al prisma 
la cui base è il triangolo LXC , ed il triangolo 
OMN opposto ad esso, così il prisma la cui base 
è il parallelogrammo PEVR , e la linea retta 
TS opposta ad esso , al prisma la cui base è il 
triangolo RVF, ed il triangolo STY opposto ad 
esso : per la qual cosa componendo , come i 
prismi KBXLMO , LXCOMN al prisma LXC 
OMN , così i prismi PEVRTS , RVFSTY al 
prisma RVFSTY ; e permutando, come i prismi 
KBXLMO, LXCOMN ai prismi PEVRTS , RVF 
STY , così il prisma LXCOMN al prisma RVF 
STY ; ma si è dimostrato come il prisma LXC 
OMN al prisma RVFSTY , così èssere la base 
ABC alla base Ì)EF, adunque come la base ABC 
alla base DEF, così sono i due prismi contenuti 
nella piramide ABCG ai due prismi contenuti 
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nella piramide DEF1T. Similmente , se dividiamo 
nello stesso modo le fatte piramidi, come OMNG, 
STYH, sarà come la base OMN alla base STY, 
così i due prismi che sono nella piramide OMNG 
ai 'due prismi che sono nella piramide STYJ1; ma 
come la base OMN alla base STY, co/i la base 
ABC alla base DEF ; adunque come la base ABC 
alla base DEF, così i due prismi che sono nella 
piramide ABCG ai due prismi che sono nella 
, piramide DEFH , ed i due prismi che sono nella 
piramide OMNG ai due prismi che sono nella 
piramide STY1I ; ed i quattro ai quattro. Le 
medesime cose si dimostreranno de’ prismi fatti 
dalla divisione delle piramidi AKLO , DPRS , 
e di tutti similmente di numero uguali. Sicché 
se due piramidi ec. C. B. D. 

P R O P. V. T E O R. 

Lie piramidi che hanno la medesima altezza , 
* e le basi triangolari , sono fra loro come 
le basi. 

Stano della medesima altezza le piramidi 
ABCG , DEFH ( Jìg. 5o. ) , le cui basi siano i 
triangoli ABC, DEF ed i. vertici i punti G , H. 
Dico come la base ABC alla base DEF , così 
essere la piramide ABCG alla piramide DEFH. 
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Se non è cosi , sia come la base ABC alla 
base DEF , così la piramide A13CG o ad un so- 
lido minore della piramide DEFH , o ad un 
maggiore ; c sia prima ad un solido minore , 
cbe sia Q. Si divida la piramide DEFIi in due 
piramidi fra loro uguali, esimili alla tutta, ed 
in due prismi uguali; saranno i due prismi mag- 
giori della meta di tutta la piramide ( prop.3.XII 
di nuovo , si dividano le già fatte piramidi nel 
medesimo modo , e ciò si continui a fare fino 
a che rimangano nella piramide DEFH delle pi- 
ramidi, le quali siano minori dell’eccesso onde 
la piramide DEFH supera il solido Q; e siano, 
per esempio, le piramidi DPRS , STYH ; sa- 
ranno i rimanenti prismi nella piramide DEFH 
maggiori del solido Q. Si divida la piramide 
ABCG similmente, ed in altrettante parti che la 
piramide DEFH; saranno dunque come la base 
ABC alla base DEF, così i prismi che sono 
nella piramide ABCG ai prismi che sono nella 
piramide DEFH (prop. prec. ) ; ma come la 
base ABC alle basa DEF , così la piramide 
ABCG al solido Q , dunque come la piramide 
ABCG al solido Q , così i prismi che sono nella 
piramide ABCG a’ prismi che sono nella pira- 
mide DEFH; è poi la piramide AJBCG maggiore 
de’ prismi cbe si contengono in essa ; dunque 
ancora il solido Q sarà maggiore de’ prismi che 
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si contengono nella piramide DEFIl : ma ne è 
minore , lo che è impossibile ; non è dunque 
come la base ABC alla base DEI' , così la pi- 
ramide ABCG ad un solido minore della pira- 
mide DEFH ; e dimostreremo similmente non 
essere come la base DEF alla base ABC, così 
la piramide DEFH ad un solido minore della 
piramide ABCG. Dico neanvo essere come la 
base ABC alia base DEF, così la piramide 
ABCG ad un solido maggiore della piramide 
DEFH ; perciocché sia ad lui maggiore , se egli 
è possibile, come al solido Z: sarà invertendo, 
come la base DEF alla base ABC , così il so- 
lido Z alla piramide ABCG; ma come il solido 
Z alla piramide AJ3CG, così la piramide DEFH, 
la quale è minore del solido Z , ad un solido 
minore della piramide ABCG; come dunque la 
base DEF alla base ABC , così la piramide 
DEFH ad un solido minore della piramide 
ABCG , lo che nel primo caso si e dimostrato 
impossibile; onde non è come la base ABC alla 
base DEF , così la piramide ABCG ad un so- 
lido maggiore della piramide DEFH : ma si è 
dimostrato non essere anche ad un solido mi- 
nore ; adunque come la base ABC alla base 
DEF , così la piramide ABCG alla piramide 
DEFH. Sicché le piramidi che Iranno la mede- 
sima altezza ce. C. B. D. 
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P R O P. VI. T E O R. 

*w - ' 

Le piramidi che hanno la medesima altezza , 
e le basi poligone , sono anche fra loro 
come le basi. 

* 

Siano le piramidi ( fig.5t .) che hanno la mede- 
sima altezza, e le Lasi jwligone ARCDE, I'GiJKL, 
ed i vertici i punti AI , N. Dico come la base 
ABCDE alla hase l'GHKL, così essere la pi- 
ramide ABCDEM alla piramide I'GIiKLN. 

Si divida la Lase ABCDE ne’ triangoli ABC, 
ACD , ADE; e la Lase JGHhJL ne’ triangoli 
I GH , I'IIK , FKL ; ed intendami in ciascuno 
de triangoli innalzale delle piramidi in modo 
che il vertice comune di quelle che sono sopra 
le basi ABC , ACD , ADE sia il punto M , cd 
il vertice comune delle altre sia il punto N. 
Perciocché come il triangolo ABC al triangolo 
I GII , così è la piramide ABCAI alla piramide 
FGHN ; c come il triangolo ACD al triangolo 
FGH, così la piramide ACDAI alla piramide 
*G 1 L\ ; sarà come il trapezio ABCD al trian- 
golo FGH , così Ja piramide ABCDM alla pira- 
mide FGHN ( prop . 34. V. ): ed essendo come 
il triangolo ADE al triangolo FGH, così la pi- 
ramide AEDM alla piramide FGHN ; sarà per 
la citata proposizione come il poligono ABCDE 
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al triangolo FGH , così la piramide ABCDEM 
alla piramide FGHN. Similmente si dimostrerà 
essere il poligono FGI1KL al triangolo FGH co- 
inè la piramide FGHKLN alla piramide FGIIN ; 
cd invertendo, come il'triangolo FGH al poli- 
gono FGIIKL, così la piramide FGIIN alla pi- 
ramide FGHKLN. Per la qual cosa , essendo 
come la base ABCDE alla base FGH , così la 
piramide ABCDEM alla piramide FGHN; e come 
la base FGH alla base FGIIKL, così la piramide 
FGHN alla piramide FGHKLN, sarà, per egua- 
lità, come la base ABCDE alla base FGHKL, così 
la piramide ABCDEM alla piramide FGHKLN. 
Quindi se due piramidi ec. C. B. D. 

P R O P. VII. T E O R. 

Ogni prisma che ha la base triangolare , si 
divide in tre piramidi uguali fra loro , e 
che hanno le buèi triangolari. 

I 

Sia il prisma la cui base è il triangolo ABG 
(fig. 5 a. ) , e ad esso opposto il triangolo DEF. 
Dico il prisma ABCDEF dividersi in tre pira- 
midi fra loro uguali , e che hanno le basi trian- 
golari. 

Si congiungano le BD , EC , CD ; e poiché 
ABED è un parallelogrammo di cui BD è il 
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diametro, sark il triangolo ABD uguale al trian- 
golo EBD ( prop. 34. I. ), onde la piramide la 
cui base è il triangolo ABD , ed il vertice il 
punto C , è uguale alla piramide la cui base è 
il triangolo EBD, ed il vertice il punto G 
( prop. 5. XII. ) : ma la piramide la cui base 
è il triangolo EBD , ed il vertice il punto C, 
è la medesima che la piramide la cui base è 
il triangolo EBC , ed il vertice il punto D ; 
perchè sono contenute da’ medesimi piani ; a- 
duiujue ancora la piramide la cui base è il 
triangolo ABD , ed il vertice il punto C , è 
uguale alla piramide la cui base è il triangolo 
EBC , ed il vertice il punto D. Similmente , 
perchè l'CBE è un parali alelogrammo di cui 
CE è il diametro , sark il triangolo ECF uguale 
al triangolo ECB ; quindi eziandio la piramide 
la cui base è il triangolo ECB, ed il vertice il 
punto D, è uguale alla piramide la cui base è 
il triangolo ECF , ed il vertice il punto D : 
ma la piramide la cui base è il triangolo ECB , 
ed il vertice il punto D, si è dimostrala uguale 
alla piramide la cui base è il triangolo ABD , 
ed il vertice il punto C ; sicché ancor la pira- 
mide la cui hase è il triangolo ECF , ed il ver- 
tice il punto D , è uguale alla piramide la cui 
base e il triangolo ABD, ed il vertice il punto 
C. Laonde il prisma ABCDEF è diviso in tre 
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piramidi fra loro uguali clic hanno le basi trian- 
golari, cioè natte piramidi ABDC, EBDC, ECFD. 
C. B. D. 

COR. I. La piramide la cui base è il trian- 
golo ABD, ed il vertice il punto C, è la me- 
desima che la piramide la cui base è il trian- 
golo ABC, ed il vertice il punto D, percioc- 
ché sono contenute da’ medesimi piani : ma la 
piramide la cui base è il triangolo ABD, ed il 
vertice il punto C, si è dimostrata terza parte del 
prisma la cui base è il triangolo ABC, ed oppo- 
sto ad esso il triangolo DEF ; dunque eziandio la 
piramide la cui base ò il triangolo ABC , ed il 
vertice il punto D, è terza parte del prisma la 
cui base è il triangolo ABC, ed opposto ad esso 
il triangolo DEF ; cioè la piramide è terza parte 
del prisma che ha la medesima base triangolare, 
e 1’ altezza uguale. 

COH. II. Se la base del prisma sia una qua- 
lunque altra figura rettilinea, il prisma si pui> 
sempre dividere in altri prismi che hanno le 
basi triangolari : perciò ogni piramide è terza 
parte del prisma che ha la medesima base , e 
1’ altezza uguale. 

COR. III. I prismi che hanno la medesima 
altezza , sono fra loro come le basi ; poiché le 
piramidi costituite sopra le medesime basi e 
della medesima altezza de’ prismi sono fra loro 
come le basi ( prop. 6. XII. ) 
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P R O P. VITI. T E O R. 

he piramidi simili che hanno le basi trian- 
golari , sono fra loro in triplicata ragione 
de 1 lati omologhi. 

Siano le piramidi simili e similmente poste 
(fg. 53. ), le cui basi siano i triangoli ABC, 
DEF , ed i vertici i punti G , H. Dico la pi- 
ramide ABCG essere alla piramide DEFH in 
ragion triplicata di quella che ha il lato BC 
all’omologo EF. 

Si compiscano i parallelogrammi ABCM, GBCN, 
ABGK , ed il solido parallelepipedo BGML che 
si contiene da questi piani e dagli opposti ad 
essi: e similmente si compisca il solido paralle- 
lepipedo EHPO contenuto da’ tre parallelogrammi 
DEFP , HEFR , DEHX , e dagli opposti ad essi. 
Perciocché la piramide ABCG è simile alla pi- 
ramide DEFH, sarà l’angolo ABC uguale all’an- 
golo DEF ( def. n. XI. ), l’ angolo GBC uguale 
all’ angolo IIEF , e 1’ angolo ABG all’ angolo 
DEH; e sarà come la AB alla BC, cosi la DE 
alla EF , cioè sono proporzionali i lati intorno 
agli angoli uguali; adunque il parallelogrammo 
BM è simile al parallelogrammo EP ; e per la 
medesima ragione il parallelogrammo BN è si- 
mile al parallelogrammo ER , e BK ad EX : 
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sicché i tre parallelogrammi BM, BN, BK sono 
simili a' tre EP, ER , EX : ma i tre BM, BN , BK 
sono uguali e simili a’ tre opposti (prop. a4- XI.), 
ed i tre EP , ER , EX a’ tre loro opposti sono 
ancora simili ed uguali; adunque i solidi BGML, 
EHPO sono contenuti da piani simili ed uguali 
di numero, ed i loro angoli solidi sono uguali 
( prop . B. XI. ); e perciò il solido BGML è si- 
mile al solido EHPO ( def. 11 . XI. ). Ora i so- 
lidi parallelepipedi simili sono in ragione tri- 
plicata de’ lati omologhi (prop. 33. XI. ); dun- 
que la ragione del solido BGML al solido EHPO 
è triplicala di quella che il lato BC serba al 
Iato omologo EF : ma come il solido BGML al 
solido EHPO, così la piramide ABCG alla pi- 
ramide DEI Il ( prop.tó.F'.)-, perciocché la pira- 
mide è sesta parte di detto solido, essendo il pri- 
sma, che è metà del paralleIepipedo(jt?ro/>.a<$.X/.), 
triplo della piramide (prop. prec. ) ; adunque la 
piramide ABCG è alla piramide DEFH in ra- 
gione triplicata di quella che ha la BG alla EF. 
C- B. D. 

SCOLIO. 

Le piramidi simili a basi poligone sono pure 
in triplicata ragione de’ lati omologhi. 

Siano le piramidi simili e similmente poste 
(Jìg. 5i.), le cui basi siano i poligoni ABCDE 
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FGHKL, ed i vertici i pumi M, N: la piramide 
AJBCDEM avrà alla piramide FGliKLN ragion 
triplicata di quella che il lato AB ha al lato 
omologo FG. 

Perciocché si dividano i poligoni ne’ triangoli 
ABC, ACD , ADE, FGH, FHK , FKL, i quali 

saranno simili, ciascuno a ciascuno (j>rop.ao.VI .): 
c perchè le piramidi sono simili , sarà il trian- 
golo ABM simile al triangolo FGN (def. ii.XI.'), 
c’1 triangolo BCM al triangolo GIUS; adunque 
come la MA alla AB, così la NF’ alla FG ; ma 
come la AB alla AC , cosi la FG alla F'H , 
perchè sono simili i triangoli ABC , FGH ; come 
dunque, per egualità, la MA è alla AC, così 
la ISF alla F'H. Similmente si dimostrerà la AC 
alla CM , come la FH alla HN ; onde di nuovo, 
per egualità, come la AM alla MC , così è la 
FÌN alla Mi : laonde i triangoli AMC , FNH 
avendo proporzionali i lati , sono fra loro equian- 
goli e simili ( prop. 5. VI. ) ; quindi le pira- 
midi le cui basi sono i triangoli ABC, F'GH cd i 
vertici i punti M, N sono simili tra loro; percioc- 
ché i loro angoli solidi sono uguali ( prop.B.XI. ), 
e sono contenute da piani simili ed uguali di 
numero. Col medesimo ragionamento si dimo- 
strerà la piramide ACDM simile alla piramide 
FHKN , e la piramide AEDM alla piramide- 
FKLN. -Or poiché la piramide ABCM è simile 
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alla piramide FGHN , ed hanno le basi trian- 
golari , Fa piramide ABCM avrà alla piramide 
FGHN ragion triplicata di quella che il lato 
AG ha al lato omologo FH , e per la medesima 
ragione la piramide ACDM alla piramide FHKN 
ha ragion triplicata di quella che ha il lato 
AC al lato omologo FH: come dunque la pi- 
ramide ABCM alla piramide FGHN , così la pi- 
ramide ACDM alla piramide FHKN ; e per la 
medesima ragione sarà come la piramide ACDM 
alla piramide FHKN , così la piramide ADEM 
alla piramide FKLN ; ed essendo come un an- 
tecedente al suo conseguente, così tutti gli an- 
tecedenti a tutti i conseguenti ( prop. ia. V. ) , 
sarà come la piramide ABCM alla piramide 
FGHN, così tutta la piramide ABCDEM a tutta 
la piramide FGHKLN $ ma la piramide ABCM 
alla piramide FGHN è in ragion triplicata di 
quella che ha la AB alla FG; dunque tutta la 
piramide ha a tutta la piramide ragion tripli- 
cata di quella che il lato AB ha al lato omo- 
logo FG. 
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Delle piramidi uguali , e che hanno le basi 
triangolari , le basi sono in ragion reciproca 
delle altezze : e quelle piramidi , che hanno 
le basi triangolari , e delle quali le basi 
sono in ragion reciproca delle altezze , sono 
uguali fra loro. 

• » 

Siano le piramidi uguali (Jìg. 5 4 . ) che ab- 
biano le basi triangolari ABC, DEF, ed i ver- 
tici i punii G, II. Dico le basi e le altezze delle 
piramidi ABCG , DEFH essere reciprocamente 
proporzionali; cioè come la base ABC alla base 
DEF, così l’altezza della piramide DEFH all’al- 
tezza della piramide ABCG. 

Si compiscano i parallelogrammi AC, AG, GC 
Come ancora DF , DII , HF ; c si compiscano i 
solidi parallelepipedi BGML, EHPO i quali sono 
contenuti da’ detti piani , e dagli opposti ad essi. 
E poiché la piramide ABCG è uguale alla pi- 
ramide DEFH , e della piramide ABCG è se- 
stuplo il solido BGML , e della piramide DEFH 
è sestuplo il solido EHPO; sarà il solido BGME 
uguale al solido EHPO : ma le basi c le altezze 
de’ solidi parallelepipedi uguali sono reciproca- 
mente proporzionali ( prop. 34. XI. ); adunque 
come la base BM alla base EP , così 1’ altezza 
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del solido EHPO all’ altezza del solido BGML: 
ma come la base BM alla base EP, cosi il trian- 
golo ABC al triangolo DEF ; come dunque il 
triangolo ABC al triangolo DEF, cosi l’altezza 
del solido EHPO all’altezza del solido BGML; 
è però 1’ altezza del solido EHPO la medesima 
che 1’ altezza della piramide DEFH , e l’ altezza 
del solido BGML è la medesima che 1’ altezza 
della piramide ABCG; adunque, come la base 
ABC alla base DEF , così 1’ altezza della pira- 
mide DEFH è all’altezza della piramide ABCG. 
Sicché le batft e le altezze delle piramidi ABCG, 
DEFH sono reciprocamente proporzionali. 

Ma siano delle piramidi ABCG , DEFH le 
basi e le altezze reciprocamente proporzionali , 
cioè come la base ABC alla base DEF , così 
1’ altezza della piramide DEFH all’ altezza della 
piramide ABCG: dico la piramide ABCG essere 
uguale alla piramide DEFH. 

Fatta la stessa costruzione , poiché come la 
base ABC alla base DEF , così 1’ altezza della 
piramide DEFH è all’ altezza della piramide 
ABCG ; ma come la base ABC alla base DEF, 
così il parallelogrammo BM al parallelogrammo 
EP; sarà dunque come il parallelogrammo BM 
al parallelogrammo EP , così l’altezza della pi- 
ramide DEFH all’ altezza della piramide ABCG. 
Or 1’ altezza della piramide DEFH è la mede- 
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sima che I’ altezza del solido parali elepi pedo 
EHPO, e l’altezza della piramide ABCG è la 
medesima che 1’ altezza del solido parallelepi- 
pedo BGML; onde come la base BM alla base 
EP, così l’altezza del solido parallelepipedo EHPO 
all’altezza del solido parallelepipedo BGML. Ma 
i solidi parallelepipedi le cui basi sono in ragion 
reciproca delle altezze , sono uguali fra loro ; 
adunque il solido parallelepipedo BGML è uguale 
al solido parallelepipedo EHPO : ma la piramide 
ABCG è sesta parte del solido BGML ; e del 
solido EHPO è sesta parte la piramide DEFH ; 
adunque la piramide ABCG è uguale alla pi- 
ramide DEEH. Sicché delle piramidi uguali ec. 
C. B.D. 

, P R O P. X. T E O R. 

Ogni cono è la terza parte del cilindro , che 
ha la medesima base ed uguale altezza. 

Abbia il cono la medesima base che il ci- 
lindro ( fig i 55. ), cioè il cerchio ABCD, e l’al- 
tezza uguale. Dico il cono essere la terza parte 
del cilindro: ossia il cilindro essere triplo del cono. 

Perciocché se il cilindro non sìa triplo del 
cono, o sarà maggiore del triplo, o minore. Sia 
prima maggior del triplo; e si descriva nel cer- 
chio ABCD il quadralo ABCD , che sarà mag- 
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giorc della metà del cerchio ; c dal quadralo 
AilCD elevisi un prisma così alto come il ci- 
lindro; sarà questo prisma maggiore della metà 
del cilindro. Imperciocché se intorno al cerchio 
ABCD si descriva il quadralo , e da esso si elevi 
un prisma così alto come il cilindro , il prisma 
fallo sul quadrato ABCD è al prisma fallo sul 
quadrato che intorno al cerchio ABCD si de- 
scrive, come il quadrato inscritto al cerchio al 
quadrato circoscritto ( prop. 3 a. XI. ) ; ma il 
quadrato iscritto al cerchio è metà del quadrato 
circoscritto ; dunque il prisma latto sul quadralo 
ABCD è metà del prisma fatto sul quadralo clic 
intorno al cerchio ABCD si descrive. Per la 
qual cosa , essendo il cilindro minore del prisma 
cretto sul quadrato che si descrive intorno al 
cerchio ABCD , sarà il prisma cretto sul quadralo 
ABCD così allo come il cilindro maggiore della 
metà del cilindro. Si seghino per mezzo le circon- 
ferenze AB, BC, CD, DA nei punti E, F, G, II, 
e si congiungano le AE , EB , BF , FC , CG , 
GD, DII, I1A; ciascuno de’ triangoli AEB, I3FC, 
CGD , DHA è maggiore della metà della por- 
zione del cerchio ABCD, nella quale egli con- 
siste, come si è dimostrato nella proposizione a. 
di questo libro. Si elevino da ciascuno de’ trian- 
goli AEB, BFC, CGD, DHA i prismi ugual- 
mente alti che il cilindro; sarà ciascuno di questi 
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prismi maggiore della mela della porzione del 
cilindro , che è intorno ad esso ; perciocché se 
pei pumi E, F, G, H si tirino le parallele alle 
AB, BC, CD, DA, e su di queste si compiscano 
i parallelogrammi, dai quali si elevano i solidi 
parallelepipedi alti come il cilindro ; di ciascuno 
di tali solidi saranno metà i prismi , che sono 
sopra i triangoli AEB , BFC , CGD , DHA : ma 
le porzioni del cilindro sono minori de’ solidi 
parallelepipedi; adunque i prismi che sono sopra 
i triangoli AEB , BFC , CGD , DHA sono mag- 
giori della metà delle porzioni dei cilindro, che 
sono intorno ad essi Quindi segando per mezzo 
le rimanenti circonferenze, congiungendo le li- 
nee rette , ed elevando sopra ciascun triangolo 
de' prismi alti come il cilindro , e ciò facendo 
sempre, si otterranno finalmente, giusta il Lemma 
I. , alcune porzioni del cilindro che saranno 
minori dell’ eccesso , onde il cilindro supera il 
triplo del cono. Tali porzioni del cilindro siano 
quelle che sono sopra i segmenti del cerchio 
.AE, EB, BF, FC, CG, GD, DH, HA: adunque 
il rimanente prisma la cui base è il poligono 
AEBFCGDH , e la medesima altezza del cilindro , 
è maggiore che il triplo del cono ; ma questo 
prisma è triplo della piramide la cui base è il 
poligono AEBFCGDH, cd il medesimo vertice del 
cono (cor.2j>rop>y.XII.)-, adunque la piramide la 
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cui base è il poligono AEBFCGDH, ed il mede- 
«imo vertice del cono, è maggiore del cono che ha 
per base il cerchio ABCD; ma ne è minore, essen- 
do compresa da esso , lo che è impossibile; non è 
dunque il cilindro maggiore del triplo del cono. 
Dico neanco essere il cilindro minore del triplo 
del cono; poiché, se egli è possibile, sia il ci- 
lindro minore del triplo del cono; sari, inver- 
tendo, il cono maggiore della terza parie del 
cilindro: si descriva nel cerchio ABCD il qua- 
drato ABCD, il quale sarà maggiore della metà 
del cerchio; e dal quadrato ABGD si elevi una 
piramide che abbia il medesimo vertice del cono; 
sarà una tal piramide maggiore che la metà del 
cono; perciocché, come qui innanzi abbiamo, 
dimostrato, se intorno al cerchio si descriva il 
quadrato, c sui quadrati si elevino i solidi pa- 
rallelepipedi alti come il cono, i quali si chia- 
mano anche prismi, sarà il prisma che si eleva 
aul quadrato ABCD metà .del prisma che si eleva 
sul quadrato descritto intorno al cerchio, perchè 
sono fra loro come le basi (prop.3s.XI.) , onde 
eziandio le terze parti di essi ; cioè la piramide 
la cui base è il quadrato ABCD , ed il vertice 
quello del cono, è metà della piramide la cui 
base è il quadrato descritto intorno al cerchio, 
ed il vertice quello del cono : ma la piramide 
eretta dal quadrato descritto intorno al cerchio 
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è maggiore del cono , perchè lo comprende , 
adunque la piramide la cui base è il quadrato 
ABCD , ed il vertice quello del cono , è mag- 
giore che la metà del cono. Si seghino per mezzo 
le circonferenze AB , BC , CD , DA nei punti 
E , F , G , II ; e si congiungano le AE , EB , 
BF , FC , CG , GD , DH , HA ; sarà ciascuno 
de’ triangoli AEB, BFG, CGD, DHA maggiore 
che la metà della porzione del cerchio, nella 
quale egli consiste ; si elevino da ciascun trian- 
golo le piramidi che abbiano il medesimo ver- 
tice del cono. Laonde ciascuna di siffatte pira- 
midi è maggiore che la metà della porzione del 
cono, che è in essa, il che si potrà dimostrare 
nello stesso modo che si dimostrò de’ prismi e 
de’ segmenti del cilindro. Quindi segando per 
mezzo le altre circonferenze , congiungendo ,Iè 
linee rette , ed elevando sopra ciascuno de’ trian- 
goli delle piramidi del medesimo vertice del 
cono, e ciò facendo sempre, si otterranno final- 
mente alcune porzioni del cono minori dell’ ec- 
cesso onde il cono supera la terza parte del ci- 
lindro. Tali porzioni siano quelle che sono sopra 
i segmenti del .cerchio AE, EB, BF, FC, CG, 
GD, DH, HA; adunque la rimanente piramide 
la cui base è il poligono AEBFCGDH , ed il 
vertice quello del cono, è maggiore che la terza 
parte del cilindro : ma la piramide la cui base 
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è il poligono AEBFCGDH, ed il vertice quello 
del cono , è la terza parte del prisma la cui base 
è anche il poligono AEBFCGDH, c l’altezza quella 
del cilindro; adunque il prisma la cui base è 
il poligono AEBFCGDH , e l’ altezza quella del 
cilindro , è maggiore del cilindro che ha per 
base il cerchio ABCD; ma è minore, perchè da 
esso è compreso , Io che non può essere ; non 
è dunque il cilindro minore che il triplo del 
cono ; e si è dimostrato il cilindro ueanco es- 
sere maggiore che il triplo del cono: laonde il 
cilindro è triplo del cono, ossia il cono è terza 
parte del cilindro. Sicché ogni cono è la terza 
parte ec. C. B. D. 

PROP. XI. T E O R. 

I coni ed i cilindri che hanno la medesima 
altezza , sono fra loro come le basi. 

Siano della medesima altezza (fig.56.) i coni ed 
i cilindri, le cui basi siano i cerchi ABCD, EFGH, 
gli assi le KL , MN , ed i diametri delle basi 
le AC, EG. Dico come il cerchio ABCD al cer- 
chio EFGH, così essere il cono AL al cono EN. 

Perciocché se non sia così , sarà come il cer- 
chio ABCD al cerchio EFGH, così il cono ÀL 
ad un solido minore del cono EN , o ad un 
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maggiore : sia prima ad un solido minore che 
sia X ; c 1* eccesso del cono EN sul solido X 
sia il solido Z; adunque il cono EN è uguale 
ai solidi X, Z. Si descriva nel cerchio EFGH 
il quadrato EFGH, il quale sarà maggiore della 
metà del cerchio ; e dal quadrato EFGH si elevi 
la piramide col medesimo vertice del cono ; la 
piramide eretta è maggiore che la metà del co- 
no. Imperciocché se descriviamo intorno al cer- 
chio un quadrato, c da è&o eleviamo una pi- 
ramide col medesimo vertice del cono, la pira- 
mide inscritta sarà la metà della circoscritta, 
perchè sono tra loro come le basi (jprop. 6. XI.) : 
ma il cono è minore della piramide circoscrìtta; 
adunque la piramide la cui base è il quadrato 
EFGH , ed il vertice quello del cono , è mag- 
giore della metà del cono. Si seghino per mez- 
zo le circonferenze EF, FG, GH , HE nei punti 
O, P, R, S; e si congiungano leEQ,OF,FP, 
PG , GR , RH , HS , SE : onde ciascuno de’ trian- 
goli EOF, FPG, GRH, HSE è maggiore che 
la metà del segmento di cerchio in cui egli con- 
siste. Si elevi da ciascun triangolo una piramide 
col medesimo vertice del cono ; sarà ciascuna 
delle piramidi erette maggiore che la metà della 
porzione del cono, che è in essa. Quindi segan- 
do per mezzo le altre circonferenze , congiun- 
gendo le linee rette, ed elevando sopra ciascun 


triangolo delle piramidi che abbiano 1 il mede- 
simo vertice del cono , e ciò facendo sempre , 
si otterranno finalmente alcune porzioni del co- 
no minori del solido Z; le quali porzioni del 
cono siano quelle che sono sopra i segmenti cir- 
colari EO, OF, FP, PG, GR,RH, HS, SE; 
adunque la rimanente piramide la cui base è il 
poligono EOFPGR11S , ed il medesimo vertice 
del cono, è maggiore del solido X. Si descriva 
nel cerchio ABCD il poligono ATBYCVDQ si- 
mile al poligono EOFPGRI1S; e da esso si elevi 
una piramide che abbia il medesimo vertice che 
il cono AL. E poiché come il quadrato di AC 
al quadrato di EG, cosi il poligono ATBYCVDQ 
al poligono EOFPGRHS ( prop . /. XI.) ; ma co- 
me il quadrato di AC al quadralo di EG , così 
il cerchio ABCD al cerchio EFGH (prop.a.Xfl .); 
come dunque il cerchio ABCD al cerchio EFG11, 
così il poligono ATBYCVDQ al poligono EOFP 
GRHS; ma come il cerchio ABCD al cerchio 
EFGH, così il cono AL al solido X; e come 
il poligono ATBYCVDQ al poligono EOFPGRHS, 
così la piramide la cui base è il poligono ATBY 
CVDQ, ed il vertice il punto L, alla piramide la 
cui base è il poligono EOFPGRHS, ed il vertice 
il punto N £ prop. 6. XII.) ; adunque come il co- 
no AL al solido X, così la piramide la cui base 
è il poligono ATBYCVDQ, ed il vertice il punto 


Digitized by Google 


lag 

L, alla piramide la cui base è il poligono EOFP- 
GRHS , ed il vertice il punto N. Ora il cono 
AL è maggiore della piramide che è in esso; 
dunque il solido X è maggiore della piramide 
che è nel cono EN ( prop . 14 - /C }: ma è mi- 
nore, lo che è assurdo; non è dunque il cer- 
chio ABCD al cerchio EFGH come il cono AL 
ad un solido minore del cono EN. Similmente 
si dimostrerà non essere il cerchio EFGH al 
cerchio ABCD come il cono EN ad un sòlido 
minore del cono AL. Dico inoltre neanco essere 
come il cerchio ABCD al cerchio EFGH, così 
il cono AL ad un solido maggiore del cono EN. 
Perciocché, se egli è possibile, sia al solido mag- 
giore I; adunqtic, invertendo , sarà come il cer- 
chio EFGII al cerchio ABCD , così il solido I 
al cono AL; ma come il solido I al cono AL, 
così il cono EN, che è minore del solido I, ad 
un solido minore del cono AL; onde come il 
cerchio EFGH al cerchio ABCD , così il cono EN 
ad un solido minore del cono AL, lo che non 
può essere, come qui innanzi si è dimostrato; 
non è dunque come il cerchio ABCD al cer- 
chio EFGH, così il cono AL ad un solido 
maggiore del cono EN; ma si è dimostrato nè 
tampoco essere ad un solido minore: laonde 
come il cerchio ABCD al cerchio EFGH , così 
il cono AL al cono EN. Ed essendo come il 


i5o 

cono al cono, così il cilindro al cilindro, poiché 
ogni cilindro è triplo del cono con cui ha la me- 
desima base e la medesima altezza (prop.fo.XII.); 
dunque benanche come il cerchio ABCD è al 
cerchio EFGH, così sono i cilindri di uguali al- 
tezze costituiti su di essi. Sicché i coni ed i 
cilindri che hanno la medesima altezza, sono 
fra loro come le basi C, B. D. 

P R O P. XII. T E O R. 

I coni ed i cilindri simili sono fra loro 
in ragion triplicata de’ diametri delle basi. 

Siano simili i coni ed i cilindri (Jìg-5y.), de’ 
quali le basi siano i cerchi ABCD, EFGH, i dia- 
metri delle basi le AC EG , e gli assi de’ coni o 
de’ cilindri le KL, MN. Dico il cono la cui base è 
il cerchio ABCD, ed il vertice il punto L, es- 
sere al cono la cui base è il cerchio EFGH, ed 
il vertice il pùnto N, in triplicata ragione di 
AC ad EG. 

Imperciocché se il cono ABCDL non è al co- 
no EFGHN in ragion triplicata di AC ad EG , 
sarà il cono ABCDL ad un solido minore , o ad 
un maggiore del oono EFGHN in ragion tripli- 
cata di AG ad EG; e sia primieramente ad un 
solido minore X. Fatta la medesima costruzio- 
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nc che nel teorema precedente , si dimostrerà 
la piramide la cui base è il poligono EOFPGHS, 
ed il vertice il punto N , essere maggiore del 
solido X : si descriva ancora nel cerchio ABCD 
il poligono ATBYCVDQ simile al poligono EOFP- 
GRI1S, e sopra di esso si costruisca una piramide 
che abbia il medesimo vertice che il cono; e 
sia LAQ uno de’ triangoli che contengono la pi- 
ramide ATBYCVDQL, ed NES uno de’ trian- 
goli che contengono la piramide EOFPGRHSN; 
e si congiungano le KQ , MS. E poiché il cono 
ABCDL è simile al cono EFGI1N , sarà come 
AG ad EG, così l’asse KL all’asse MN ( def.a4.XLy , ; 
ma come AC ad EG, così AK ad EM ( prop.iò.V.)-, 
dunque come AK ad EM , così KL ad MN, e 
permutando, come AK a KL , cosìEMadMN: 
ma gli angoli AKL , EMN sono uguali, essendo 
retti ; adunque il triangolo AKL è simile al 
triangolo EMN (prop. 6. FI'). Similmente , es- 
sendo come AK a KQ , così EM ad MS, ed in- 
torno agli angoli uguali AKQ, EMS ( percioc- 
ché qual parte è 1’ angolo AKQ di quattro retti, 
che sono al centro K , tal è 1’ angolo EMS di 
quattro retti, che sono al centro M), s^rà il 
triangolo AKQ simile al triangolo EMS. Or 
poiché si è dimostrato essere come AK a K L , 
così EM ad MN ; ed è AK uguale a KQ , ed 
EM ad MS, sarà come QK a KL, così SM ad 
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MIN 5 adunque intorno agli angoli uguali QKL, 
SMIN' , dico uguali, perchè son retti, i lati So- 
no proporzionali; laonde il triangolo LKQ è si- 
mile al triangolo NMS. E poiché per la somi- 
glianza dè’ triangoli AKL, EMN è come LA ad 
AK , cosi NE ad EM; e per la somiglianza de’ 
triangoli KAQ, MES come KA ad AQ, così 
ME ad ES, sarà, per egualità, LA ad AQ co- 
me NE ad ES. Di nuovo, poiché per la simi- " 
glianza de’ triangoli LQK, NSM come LQ è a 
QK , così NS a SAI ; e per la somiglianza de’ 
triangoli KAQ, MES come Q1C a QA , così MS 
ad SE, sarà, per egualità, come LQ a QA, così 
NS a SE: ma si è dimostralo QA ad AL come 
SE ad EN ; dunque di nuovo, per egualità, 
sarà come QL ad LA , così SN ad NE ; sicché 
i lati de’ triangoli LQA , NSE sono proporzio- 
nali, e perciò i triangoli LQA, NSE sono e- 
quiangoli e simili fra loro: laonde la piramide 
la cui base è il triangolo AQK , ed il vertice 
il punto L , è simile alla piramide la cui base 
è il triangolo EMS , ed il vertice il punto N ; 
perciocché hanno gli angoli solidi uguali, e so- 
no contenute da piani simili ed uguali di nu- 
mero. Ma le piramidi simili , e che hanno le 
basi triangolari , sono fra loro in triplicata ra- 
gione de’ lati omologhi ( prop . 8. XII.)-, adun- 
que la piramide AKQL ha alla piramide EMSN 
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ragion triplicata di quella che ha AK ad EM. 
«Similmente dai punti D, V, C, Y, B, T al punto 
K, e dai punti H, R , G , P, F, 0 al punto M, ti- 
rando le linee rette, c sopra i triangoli dirizzando 
le piramidi che abbiano i medesimi vertici dei 
coni , dimostreremo ciascuna piramide essere a 
ciascuna del medesimo ordine in ragion tripli- 
cata del lato AK al lato omologo EM, cioè, di 
AC ad EG: ma come un antecedente al suo 
conseguente , cosi tutti gli antecedenti a lutti i 
conseguenti presi insieme ; come dunque è la 
piramide AKQL alla piramide EMSN,,cos\ tutta 
la piramide la cui base è il poligono ATBYCVDQ, 
e’1 vertice il punto L, a tutta la piramide la 
cui base è il poligono EOFPGRHS, e’1 vertice 
il punto N; e perciò anche la piramide la qui 
base è il poligono ATBYCVDQ, e’1 vertice il 
punto L, è alla piramide la cui base è il po- 
ligono EOFPGRHS, e’1 vertice il punto N, in 
triplicata ragione di AC ad EG: ma si è sup- 
posto il cono ABCDL essere al solido X in tri- 
plicata ragione di AC ad EG; adunque come il 
cono ABCDL al solido X r cosà la piramide la 
cui base è il poligono ATBYCVDQ, e’1 vertice 
il punto L, alla piramide la cui base è il poli- 
gono EOFPGRHS, c ’1 vertice il punto N; ma 
detto cono è maggiore della piramide che è in 
esso, perche la comprende, adunque il solido 
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X è maggiore della piramide Ja crii base è il 
poligono EOFPGRHS, ed il vertice il punto N 
(prop. 14 - V. ) ; ma è minore, lo che è assurdo; 
non è dunque il cono ABCDL ad un solido mi- 
nore del cono EFGHN in ragion triplicata di 
AG ad EG. Si dimostrerà parimente non essere 
il cono EFGHN ad un solido minore del cono 
ABCDL in ragion triplicata di EG ad AC. Di- 
co neanco il cono ABCDL essere ad un solido 
maggiore del cono EFGHN in ragion triplicata 
di AC ad EG ; perciocché, se egli è possibile, 
sia ad un solido maggiore Z: invertendo, sarà 
il solido Z al cono ABCDL in triplicata ragione 
di EG ad AC; ma come il solido Z al cono 
ABCDL , così il cono EFGHN , il quale è mi- 
nore del solido Z, ad un solido che sarà minore 
del cono ABCDL; adunque il cono EFGHN 
avrà ad un solido minore del cono ABCDL tri- 
plicata ragione di quella- che ha il diametro EG 
al diametro AC, lo che si è dimostrato impos- 
sibile. Sicché non è il cono ABCDL ad un so- 
lido maggiore del cono EFGHN in ragion tri- 
plicata di AC ad EG; e nè tampoco ad Un mi- 
nore : laonde il cono ABCDL è al cono EFGHN 
in triplicata ragione del diametro AC al diame- 
tro EG. Ma sta il cono al cono come il cilin- 
dro al cilindro; perciocché ogni cono è terza 
parte del cilindro con cui ha la medesima base, 
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e la medesima altezza ( prop . io. XII.)] adunque 
eziandio il cilindro è al cilindro simile in ra- 
gion triplicata di AC ad EG. Quindi i coni cd 
i cilindri simili sono fra loro in triplicala ra- 
gione de' diametri delle basi. G B. D. 

PROP. XIII. T E O R. • 

Se il cilindro sia segato da un piano paral- 
lelo ai piani opposti , sarà come il cilin- 
dro al cilindro , cosi V asse all’ asse. 

Sia il cilindro AD ( Jìg : 58. ) segalo dal pia- 
no GII parallelo ai piani opposti AB, CD, ed 
incontri l’asse EF nel punto K, e la linea GH 
sia la comune sezione del piano GI1 e della su- 
perficie del cilindro AD : c sia AEFC il pa- 
rallelogrammo rettangolo dalla cui rivoluzione 
intorno la retta EF si descrive il. cilindro AD , 
e la retta GK sia la comuue sezione del piano 
GH e del detto rettangolo AEFC. Perciocché 
i piani paralleli AB, GII sono segati dal piano 
AEKG, saranno le comuni spzioni AE, GK pa- 
rallele fra loro {prop. 16 . XI. ) ; adunque AK è 
parallelogrammo, e perciò la KC è uguale alla 
EA la quale è tirata dal- centro li del cerchio 
AB: e similmente si dimostrerà tutte le rette, 
che dal punto K si conducono alla linea GH, 
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essere ugnali a quelle che si tirano dal centro 
alla circonferenza del cerchio AB; per la qual 
cosa sono tutte fra loro uguali, e quindi la li- 
nea GH è la circonferenza del cerchio il cui 
centro è il punto K. Laonde il piano GH di- 
vide il cilindro AD ne’ cilindri AH , GD ; i 
quali sono quegl’ istessi che si descriverebbero 
dalla rivoluzione de’ parallelogrammi AK, GF 
intorno le lince rette EK , KF. Dico pertanto 
come il cilindro AH al cilindro HC , così essere 
V asse EK all’ asse KF. 

Si prolunghi l’asse EF dall’ una e dall’altra 
parte verso i punti L , M; e si pongano ugua- 
li all’ asse EK quante rette si vogliano EN , NL; 
e all’asse FK quante altre se ne vogliano FX, 
XM ; e pe’ punti L, N, X, M si conducano, 
i piani paralleli ai piani AB, CD : adunque , 
come si è dimostrato del piano GII, così si dimo- 
strerà le comuni sezioni di que’ piani e della su- 
perfìcie del cilindro prolungala essere altrettanti 
cerchi; i centri de’ quali sono i punti L, N, X, M, 
e detti piani taglieranno i cilindri PR, RB, DT, 
TQ. Or poiché gli assi LN , NE, EK sono fra 
loro uguali , saranno i cilindri PR , RB , BG 
come le basi ( prop . //. XII. ) ; ma le basi so- 
no uguali; adunque eziandio i cilindri PR, RB, 
BG sono uguali fra loro; e perciò quanto l’as- 
se KL è ntuliiplice dell’asse KE, tanto il ci- 
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Jmdro FG c nmltiplicc del cilindro GB : c per 
la medesima ragione quanto l’asse MK è inul- 
ti [ilice dell’ asse KF , tanto il cilindro QG è 
multiplice del cilindro GD. Or se F asse KL 
sia uguale all’asse KM, sarà ancora il cilindro 
l’G uguale al cilindro GQ ; se poi l’asse KL 
sia maggiore dell’ asse KM , sarà il cilindro PG 
maggiore del cilindro GQ ; e se minore , mino- 
re. Laonde sono quattro grandezze gli assi EK, 
KF ed i cilindri BG , GD , cosicché , essendo- 
si presi gli ugualmente multiplici dell’ asse EK 
e del cilindro BG, cioè l’asse KL ed il cilin- 
dro PG ; e gli ugualmente multiplici dell’asse 
KF e del cilindro GD , cioè 1’ asse KM ed il 
cilindro GQ , si è dimostrato, se 1’ asse KL su- 
peri l’ asse KM , il cilindro PG superare il ci- 
lindro GQ ; e se sia uguale , essere uguale ; e 
se minore, minore: adunque come l’asse EK 
è all’ asse KF , cosi il cilindro BG al cilindro 
GD. Per la qual cosa se il cilindro sia segato 
da un piano cc. C. B. D. 

P R O P. XIV. T E O R. 

I coni ed i cilindri che hanno le basi uguali, 
sono fra loro come le altezze. 

Siano nelle uguali basi AB, CD {fig. .5 9 .) i 
cilindri EB, FD. Dico come il cilindro % EB al 
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cilindro FD, così essere 1’ asse GII all’asse KL. 

Si prolunghi l’ asse KL al punto N , e si pon- 
ga la LN uguale all’asse GH; ed intorno all’asse 
LN intendasi il cilindro CM. Perchè dunque 
i cilindri EB , CM hanno la medesima altezza, 
sono fra loro come le basi ( prop.ti.XII. ); 
ma le basi sono uguali , adunque i cilindri EB, 
CM saranno uguali fra loro. E poiché il cilin- • 
dro FM è segato dal piano CD parallelo ai pia- 
ni opposti , sarà come il cilindro CM al cilin- 
dro FD, così l’asse LN all’asse KL ( prop. prec.) : 
è poi il cilindro CM uguale al cilindro EB, c 
l’asse LN all’asse GH; adunque come il ci- 
lindro EB al cilindro FD , così 1’ asse GH 
all’asse KL. Ma come il cilindro EB al cilin- 
dro FD, così il cono ABG al cono CDK, percioc- 
ché i cilindri sono tripli dei coni (prop. io. XII. ) ; 
adunque come 1’ asse GII all’ asse KL , così il 
cono ABG al cono CDK , ed il cilindro EB al 
cilindro FD. Laonde i coni ed i cilindri che 
hanno le basi uguali ec. C. B. D. 
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PRO P. XV. T li 0 H. 

/ coni ed i cilindri uguali hanno le basi in 
ragion reciproca delle altezze ; e quei coni 
e cilindri , che hanno le basi in ragion re- 
ciproca delle altezze } sono uguali fra loro. 

Siano uguali i coni ed i cilindri (fig. 60 .), che 
hanno per basi i cerchi ABCD, EFGH, per diame- 
tri delle basi le AC, EG, e per assi le KL, MN, 
che sono ancora le altezze de’ coni o de’ cilindri ; 
e compiscansi i coni ALC, ENG, ed i cilindri AX, 
EO. Dico le basi dei cilindri AX , EO essere 
reciprocamente proporzionali alle altezze, cioè, 
come la base ABCD alla base EFGH, cosi essere 
l’ altezza MN all’ altezza KL. 

L’ altezza KL o è uguale all’ altezza MN , o 
disuguale ; e sia prima uguale. Perciocché il 
cilindro AX è uguale al cilindro EO ; ed i co- 
ni c cilindri, che hanno la medesima altezza, 
sono fra loro come le basi, sarà la base ABCD 
uguale alla base EFGH; onde come la base 
ABCD alla base EFGH, così- 1’ altezza MN al- 
l’altezza KL. Ma non sia l’altezza KL uguale 
all’altezza MN , e la MN sia maggiore, e si 
tagli dalla MN la MP uguale all’altezza KL , 
e per P sia segato il cilindro EO dal piano 
TYS parallelo ai piani opposti EFGH , RO ; sa- 
rà cerchio la comune sezione del piano TYS c 
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della superfìcie del cilindro EO, c sarà ES cilindro 
la cui base è il cerchio EFG11, e l’altezza MP. Ora 
essendo il cilindro AX uguale al cilindro EO, 
sarà come il cilindro AX al cilindro ES , così 
il cilindro EO al cilindro ES (prop. 7 . V. ); 
ma come il cilindro AX al cilindro ES, così 
la base ABCD alla base EFGI1 (prop. 1 1 . XII.)-, 
c come il cilindro EO al cilindro ES, così l’al- 
tezza MN all’ altezza MP (prop. n3. XII. ) , per- 
ciocché il cilindro EO viene segato dal piano 
TYS parallelo ai piani opposti : adunque come 
la base ABCD alla base EFGI1 , così l’altezza 
MN all’altezza MP; ed è l’altezza MP uguale 
all’altezza KL ; onde come la base ABCD alla 
base EFGH, così l’altezza MN all’altezza Kb. 
Sicché le basi de’ cilindri uguali, AX, EO so- 
no reciprocamente proporzionali allo altezze. 

Inoltre, siano le basi de’ cilindri AX, EO 
reciprocamente proporzionali alle altezze, cioè 
sia come la base ABCD alla base EFGH , così 
l’altezza MN all’altezza KL. Dico il cilindro 
AX essere uguale al cilindro EO. 

Sia primieramente la base ABCD uguale al- 
la base EFGH; e poiché come la base ABCD 
alla base EFGH, così l’altezza MN all’altezza 
KL , sarà la MN uguale alla KL, e quindi il 
cilindro AX uguale al cilindro EO. Ma non sia 
la base ABCD uguale alla base EFGH , e sia 
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ABCD maggiore; e perchè come la base Ali CD 
alla base EFGH, così l’altezza MN all’altezza 
KL , sarà la MN maggiore della KL. Or fatta 
la medesima costruzione che nel caso preceden- 
te , poiché come la base ABCD alla base EFGH 
così l’altezza MN all’altezza KL, o alla sua 
uguale MP ; c come la base ABCD alla base 
EFGH , così’ il cilindro AX al cilindro ES, per- 
ciocché hanno la medesima altezza ( prop . t /. XJI.)\ 
e come l’ altezza MN all’ altezza MP ossia KL , 
così il cilindro EO al cilindro ES : sicché come 
il cilindro AX al cilindro ES, eosì il cilindro 
EO al cilindro ES; per la qual cosa- il cilin- 
dro AX è uguale al cilindro EO: e similmente 
si può dimostrare de’ coni. C. B. D. 

. PROP. XVI. P R O B. 

Dati due cerchi d’intorno al medesimo centro, 
descrivere nel maggiore un poligono di lati 
uguali , e pari di numero , che non tocchi 
il cerchio minore. 

Siano dati i due cerchi ABCD, EFGH [figfit. ) 
intorno al medesimo centro K : fa d’ uopo nel 
cerchio maggiore descrivere un poligono di lati 
uguali, e pari di numero, che non tocchi il 
cerchio minore. 
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Si conduca pel centro K la linea retta BD, e 
dal punto G , ove ne incontra la circonferenza 
del cerchio, le si tiri la perpendicolare GA , la 
quale si prolunghi in C; sarà la AC tangente 
al cerchio EFGII (/? rop. 16 . III.). Pertanto si 
seghi la circonferenza del cerchio in due par- 
ti uguali , e di nuovo la di lei metà si seghi 
in due parti uguali , e questo -si faccia sempre, 
lino a che si giunga ad una circonferenza mi- 
nore della AD ( Lemma. I), la quale sia LD ; 
e dal punto L si tiri alla BD la perpendicola- 
re LM , la quale si prolunghi fìuo al punto N; 
c si cougiungano le LD, DN. È chiaro dalla 
prop. 5. del lib. IH. e dalla 4 del x essere la 
LD uguale alla DN. E poiché la LN è paral- 
lela alla AC, e la AC tocca il cerchio EFGII; 
la linea retta LN non toccherà il cerchio EFGII; 
e molto meno toccheranno il cerchio EIGH le 
linee rette LD, DN. Laonde adattando nel cer- 
chio ABCD linee rette uguali alla LD, si de- 
scriverà in esso un poligono di lati uguali , e 
pari di numero , che non tocca il cerchio mi- 
nore. C. B. F. 
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LEMMA IL 

Se due trapezii ABCD , EFGH (Jìg.6oi) sieno 
inscritti ne ’ cerchi i cui centri siano i punti 
K,L, e sieno i lati AB, DC come ancora EF, 
II G paralleli , ed i rimanenti quattro lati 
AD , BC , EH , FG uguali fra loro ; ed 
oltre a ciò il lato AB sia maggiore del lato 
EF , e il lato DC maggiore del lato HG: 
sarà il raggio del cerchio in cui sono i lati 
maggiori , maggiore del raggio dell ’ altro 
cerchio. 

Perciocché , se egli è possibile , non sia la 
reità KA maggiore della LE; sarà dunque la 
KA , o uguale alla LE , o minore ; e siale pri- 
ma uguale. Essendo ne’ cerchi uguali le rette 
AD , BC uguali alle rette EH , FG , saranno an- 
cora le circonferenze AD , BC uguali alle cir- 
conferenze EH, FG ( prop. s>8. III. ) ; ed es- 
sendo le rette AB , DC maggiori delle rette EF 
HG, ciascuna di ciascuna, ancor le circonfe- 
renze AB , DC saranno maggiori delle circonfe- 
renze EF, HG. Adunqe tutta la circonferenza 
ABCD è maggiore di tutta EFGH; ma 1’ c 
uguale , lo che non può essere ; non è dunque 
la retta KA uguale alla retta LE. 
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Inoltre, sia la KA minore della LE, e si pon- 
ga la LM uguale alla KA , e col centro L , in- 
tervallo LM, si descriva il cerchio MNOP , il 
quale incontri le congiunte LF , LG , LH , LE 
ne' punti N, O, F IVI; e si uniscano le MN, 
NO, OP, PM, le quali saranno parallele alle 
EF, FG , GII, HE (prop. 2. VI. ) -, e minori 
di esse, ciascuna di ciascuna. 'E poiché la EH 
è maggiore della MP, sarà anche la AD mag- 
giore della MP ; ma seno uguali i cerchi ABCD, 
MNOP , adunque la circonferenza AD è mag- 
giore della circonferenza MP; e per la mede- 
sima ragione la circonferenza BC è maggiore 
dell’ altra NO. E poiché la retta AB è maggio- 
re della retta EF, la quale è maggiore della MN, 
saia la AB molto maggiore della MN , onde la 
circonferenza AB è maggiore della circonferen- 
za MN ; e per la medesima ragione la circon- 
ferenza DC è maggiore dell’ altra PO. Adunque 
tutta la circonferenza ABCD è maggiore di tut- 
ta MNOP, ma P è uguale, Io clic è assurdo: 
laonde la retta KA non è minore della LE, e 
nè tamjìoco uguale ; e perciò la retta KA è ne- 
cessariamente maggiore della retta LE C. B. D. 

COK. E se sia un triangolo isoscele, i cui lati 
siano uguali alle rette AD, BC, e la di lui base 
sia minore della retta AB, che è la maggiore 
delle due AB, DC; si dimostrerà similmente 
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la retta KA essere maggiore del raggio dei cer- 
chio descritto intorno al triangolo. 

PROP. XVII. PROB. 

Essendo due sfere intorno al medesimo centro , 
descrivere nella maggiore un solido poliedro 
la cui superficie non tocchi la sfera minore. 

Intendansi le due sfere intorno al medesimo 
centro A (fig. 63. ) ; fa d’uopo nella sfera mag- 
giore descrivere un solido poliedro, la cui su- 
perficie non tocchi la sfera minore. 

Seghinsi le sfere da un piano tirato pel cen- 
tro, i segamenti saranno cerchi; perciocché gi- 
rando il semicerchio intorno al diametro, che 
sta fermo , si è fatta la sfera ; adunque inten- 
dendo il semicerchio in qualsivoglia posizione, 
il piano che passa per esso sarà un cerchio nella 
superficie della sfera ; ed è chiaro essere cerchio 
massimo , perciocché il diametro della sfera , che 
è anche diametro del semicerchio , • è maggiore 
di tutte le linee rette che tirar si possono nel 
cerchio o nella sfera ( prop . i5. III. ). Sia dun- 
que nella sfera maggiore il cerchio BCDE, e 
nella minore il cerchio FGH; e si tirino i dia- 
metri di essi BD, CE ad angoli retti fra loro; 
ed essendo i due cerchi BCDE, FGH intorno 


ai medesimo «entro , si descriva nel cerchio 
maggiore BCDE un poligono di lati uguali e 
pari di numero, che non tocchi il cerchio mi- 
nore FGII (prop. 16. XII.) , i lati del quale 
poligono nel quadrante BE del cerchio siano 
BK , KL, LM , ME; e si prolunghi la congiunta 
K.A fino al punto N; e dal punto A si elevi al 
piano del cerchio BCDE la perpendicolare AX, 
la quale incontri la superficie della sfera nel 
punto X ; e per la retta AX , e ciascheduna 
delle BD, KN si conducano i piani, i quali, 
come è chiaro dalle cose già dette, faranno 
nella superficie della sfera cerchi massimi; ed 
i loro semicerchi sieno BXD, KXN constituiti 
sopra i diametri BD, KN. 

E poiché la retta XA è perpendicolare al 
piano del cerchio BCDE, saranno tutti i piani 
che passano per la XA perpendicolari al piano 
del cerchio ÈCDE (prop. 18. XI. ) ; onde i se- 
micerchi BXD, KXN sono a quel piano per- 
pendicolari. E perchè i semicerchi BED , BXD, 
KXN sono uguali, dappoiché sono sopra gli 
uguali diametri BD , KN , eziandio i quadranti 
BE, BX, KX sono uguali fra loro; e perciò 
quanti lati del poligono sono nel quadrante BE, 
«Itrettanti saranno ne’ quadranti BX , KX uguali 
a BK , KL , LM , ME ; descrivansi , e siano BO, 
OP, PR, RX; KS, ST, TY, YX, e congiun- 
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gansi OS , PT , RY ; e dai punti O , S tiriiisi 
Je OV , SQ perpendicolari alle rette AB , AK. 
Perciocché il piano BOXD è perpendicolare al 
piano BCDE , e nel piano BOXD si è tirata la 
OV perpendicolare alla retta AB, comune se- 
zione de’ piani , sarà la OV perpendicolare al 
piano BCDE ( def 4- XI. ) ; c per la medesima 
ragione la SQ sarà perpendicolare al medesimo 
piano BCDE, il quale dal piano KSXN è se- 
gato ad angoli retti. Si congiunga la VQ, e 
perchè ne’ semicerchi uguali BXD, KXN si so- 
no prese le circonferenze uguali BO, KS, e ti- 
rate le perpendicolari OV , SQ ai diametri de’ 
cerchi, sarà la OV uguale alla SQ, e la BV 
uguale alla KQ ; ma tutta BA è uguale a tutta 
KAj adunque la rimanente VA è uguale alla 
rimanente QA. Laonde come BV a VA, così 
KQ a QA, e perciò la VQ è parallela alla 
BK ( prop. a. VI ). Ed essendo P una e l’altra 
delle rette OV , SQ perpendicolari al piano del 
cerchio BCDE, sarà la OV paraWella alla SQ 
( P m P ■ 6 XI- )> 1113 s * ® dimostrata anche uguale 
alla SQ , dunque le QV , SO sono uguali e pa- 
rallele (prop. 33.1.). E perchè la QV è paral- 
lela alla SO, ed è anche parallela alla KB, sa- 
rà la OS. parallela alla BK; quindi le linee 
rette BO, KS che le congiungono, sono nel me- 
desimo piano in cui' sono le parallele OS, BK 
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(prop. p. XI.), e perciò il quadrilatero KBOS è 
in un piano. Se congiungansi le PB, TK, e dai 
punti P, T tirinsi le perpendicolari alle rette 
AB, AK, si dimostrerà la retta TB parallela alla 
KB nel medesimo modo che si è dimostrata la 
SO parallela alla detta BK; per la qual cosa 
la TB è parallela alla SO (prop.g. XI .) , ed il 
quadrilatero SOPT è in un piano: e per la me- 
desima ragione il quadrilatero TPRY è in un 
piano; ma anche in un piano è la figura YRX 
(prop.o.XJ.). Se dunque dai punti 0, S, P, T, R, Y 
intendiamo tirate le linee rette al punto A , si 
ronstituirà una figura solida poliedra nelle cir- 
conferenze BX, KX composta da piramidi, le 
hasi delle quali sono i quadrilateri KBOS, SOPT, 
TPRY e ’1 triangolo YRX , ed il vertice il 
punto A. Or se in ciascheduno dei lati KL, LM, 
ME facciamo la medesima costruzione che nel lato 
BK, e così ancora nei tre rimanenti quadran- 
ti ed in tutto 1* altro emisfero , si descriverà 
nella sfera una figura solida poliedra composta 
da piramidi, le cui basi sono i delti quadrila- 
teri e ’l triangolo YRX, che sono del medesi- 
mo ordine, e che hanno per vertice il punto A, 
eioè il centro della sfera. Dico la superficie della 
descritta figura poliedra non toccare la sfera mi- 
nore in cui è il cerchio FGH. Perciocché si tiri 
dal punto A al piano del quadrilatero KBOS 
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la perpendicolare AZ (jirop . //. XI .) , che in- 
contri il piano nel punto Z , e si congiungano 
le BZ, ZK. Essendo la AZ perpendicolare al 
piano del quadrilatero KBOS, sarà perpendico- 
lare a tutte le linee rette che la incontrano, e 
sono nel medesimo piano; onde la AZ è per- 
pendicolare all’ una e all’altra delle BZ, ZK. 
Or poiché la AB è uguale alla AK , ed al qua- 
drato di AB sono uguali i quadrati di AZ, ZB ; 
ed al quadrato di AK sono uguali i quadrati 
di AZ, ZK (prop.4y. /.); adunque i quadrali 
di AZ, ZB sono uguali ai quadrati di AZ, ZK ; 
e tolto il comune quadrato di AZ , sarà il ri- 
manente quadrato di BZ uguale al rimanente 
quadrato di ZK ; e perciò la retta BZ è uguale 
alla retta ZK. Similmente dimostreremo le li- 
nee rette, che dal punto Z si tirano ai punti 
O, S, essere uguali all’ una e all’altra delle 
BZ , ZK : sicché il cerchio descritto col cen- 
tro Z, ed intervallo ZB passerà pei punti K, O, 
S, ed il quadrilatero KBOS sarà nel cerchio. 
E poiché la KB è maggiore della QV, e la QV 
è uguale alla £0, sarà ancor la KB maggiore 
della SO: ma la KB è uguale all’ una e all’al- 
tra delle BO, KSj dunque ciascheduna delle 
circonferenze uguali, che le rette KB, BO, KS 
tolgono nel cerchio KBOS , è maggiore della 
circonferenza che vi toglie la retta OS; e per- 
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rio le ire delle circonferenze insieme con una 
quarta uguale a ciascheduna di esse sono mag- 
giori delle tre medesime circonferenze insieme 
con quella che vi toglie la retta OS, cioè di 
tutta la circonferenza : laonde la circonferenza 
sottesa dalla KB nel cerchio KBOS è maggiore 
che la quarta parte di tutta la circonferenza del 
cerchio KBOS , quindi 1’ angolo BZK al centro 
è maggiore dell’ angolo retto. Perchè dunque 
l'angolo BZK è ottuso, sari il quadrato di BK 
maggiore de’ quadrati di BZ, ZK (prop. za.//.), 
cioè maggiore che il doppio del quadrato di BZ. 
Si conginnga la KV, e poiché nei triangoli 
KB V , OBV le due KB , BV sono uguali alle 
due OB, BV, e contengono angoli uguali, sarà 
l’angolo KVB uguale all’angolo OXB (prop.4.I.y, 
ma l’angolo OVB è retto, adunque è retto l’an- 
golo KVB. E perchè la BD è minore che la 
DV due volte presa, sarà il rettangolo contenuto 
dalle DB, BV minore che il doppio del rettangolo 
DVB, cioè sarà il quadrato della KB (prop. 8. P I.) 
minore che il doppio del quadralo della KV : 
ma il quadrato della KB è maggiore che il dop- 
pio del quadralo della BZ; dunque il quadra- 
to della KV è maggiore del quadrato della BZ. 
Ed essendo la BA uguale alla KA , ed al qua- 
drato di BA uguali i quadtali di BZ, ZA, ed 
al quadrato di AK uguali i quadrati di KV, 
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VA ; *aranno i quadrati di BZ , ZA uguali ai 
quadrati di KV , VA, dei quali il quadrato di 
KV è maggiore del quadrato di BZ.; adunque 
il rimanerne quadrato di VA è minore del ri- 
manente quadrato di ZA, e perciò la linea retta 
AZ maggiore della retta AV. Sicché la AZ è 
molto maggiore della AG , perciocché nella pre- 
cedente proposizione si è dimostrato la retta KV 
cadere Fuori del cerchio FGH : ma la AZ è per- 
pendicolare al piano KBOS, e quindi la mini- 
ma di tutte le linee rette che dal centro della 
sfera al detto piano si possono condurre; laon- 
de il piano KBOS cade fuori la sfera minore. 

Che gli altri piani fra i quadranti BX, KX 
cadono fuori la sfera minore si dimostrerà nel 
seguente modo. , Si tiri dal punto A al piano- 
dei quadrilatero SOPT la perpendicolare AI, e 
si congiunga la IO ; e come del piano KBOS e 
del punto Z si è dimostrato , così si dimostrerà , 
il punto I essere centro del cerchio descritto 
intorno al quadrilatero SOPT, e la retta OS 
maggiore della retta PT ; e si è dimostrata la 
PT parallela alla OS. Adunque i trapezii KBOS, 
SOPT inscritti ne’ cerchi hanno i lati BK , OS 
paralleli , non che i lati OS , PT ; i rimanenti 
lati BO, KS, OP, ST uguali fra loro; ed ol- 
treacciò il lato BK maggiore del lato OS, ed il 
lato OS maggiore del lato PT; sarà la retta ZB 
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maggiore della retta IO ( Lemma a. ). Si con- 
giunga la AO la quale sarà uguale alla AB; e 
perchè gli angoli AIO , AZB sono retti , saran- 
no i quadrati di AI , IO uguali al quadrato di 
AO ossia di AB, cioè ai quadrati di AZ, ZB; 
ma il quadrato di ZB è maggiore del quadrato 
di IO, è dunque il rimanente quadrato di AZ 
minore del rimanente quadrato di AI ; quindi 
la retta AZ è minore della retta AI; ma si è 
dimostrala la AZ maggiore della AG, adunque 
' Ja AI è molto maggiore della retta AG. Sicché 
il piano SOPT cade fuori la sfera minore. Col 
medesimo ragionamento si dimostrerà il piano 
TPRY cadere fuori la sfera minore; come an- 
cora il piano del triangolo YRX, coll’ ajuto cioè 
del Corollario del Lemma a ; e similmente si di- 
mostrerà che cadono fuori la sfera minore tutti gli 
altri piani dai quali si contiene il solido po- 
liedro. Per la qual cosa essendo due sfere in- 
torno al medesimo centro, si è descritto nella 
maggiore un solido poliedro la cui superficie non 
tocca la sfera minore C. B. D. 

COR. E se anche in un’ altra sfera si descri- 
va un solido poliedro ; cioè tirando de’ raggi 
dal centro delta sfera a tutti gli angoli del so- 
lido poliedro descritto in essa, indi congiun- 
. gendo i punti , ne* quali i detti raggi incon- 
trano la superficie della sfera minore, con quel 
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medesimo ordine con cui vengono congiunti dal- 
le linee rette i pumi ove i raggi incontrano la 
superficie della sfera maggiore; il solido polie- 
dro descritto nella sfera BCDE avrà al solido 
poliedro descritto nell’altra sfera ragion triplica- 
la di quella che ha il diametro della sfera BCDE 
ai diametro dell’altra sfera. Imperciocché divisi 
i solidi in piramidi uguali di numero e del 
medesimo ordine , tali piramidi saranno simili ; 
conciosiacchè sono contenuti da piani simili ed 
uguali di numero, hanno comuni gli angoli so- 
lidi al vertice, cioè al centro della sfera, ed 
uguali i rimanenti angoli solidi alle basi (es- 
sendo essi angoli solidi contenuti da tre angoli 
piani uguali , ciascuno a ciascuno ) : ma le pi- 
ramidi simili sono fra loro in triplicata ragione 
de’ lati omologhi ; adunque la piramide la cui 
base è il quatrilatero KBOS , ed il vertice il 
punto A , è alla piramide del medesimo ordine 
che è nell’altra sfera, in triplicata ragione del 
lato omologo al lato omologo, cioè del raggioABal 
raggio dell’altra sfera. Si dimostrerà similmente 
essere ciascuna delle piramidi , che sono nella 
sfera maggiore, a ciascuna delle piramidi del 
medesimo ordine che sono nell’altra sfera, in 
triplicata ragione del raggio AB al raggio del- 
l’altra sfera: ma come sta un antecedente al suo 
conseguente, così tutti gli antecedenti a tutti i 
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conseguenti presi insieme ; dunque il solido po- 
liedro che è nella sfera maggiore, è al solido 
poliedro descritto nell’ altra 4 sfera , in triplicata 
ragione del raggio AB al raggio dell’altra sfera, 
ovvero del diametro BD al diametro dell’ altra 
sfera. 

P R O P. XVIII T E O R. 

Le sfere sono tra loro in triplicata 
ragione de 1 loro diametri. 

Intendami le sfere ABC, DEF ( fig.64 .), 'dia- 
metri delle quali sieno le BC, £F. Dico Ir sfera 
ABC essere alla sfera DEF in ragion trplicata 
di BC ad EF. 

Perciocché se non sia così , la sfer* ABC sia 
ad una sfera minore di DEF , o ar una mag- 
giore , in ragion triplicata di BC *d EF : e sia 
primieramente ad una sfera min< i ' e j cioè GIIK; 
ed intendasi la sfera DEF intano al medesimo 
centro che la sfera GHK; e -iscrivasi nella sfe- 
ra maggiore DEF un soldo poliedro la cui 
superficie non tocchi U sfera minore GHK 
( prop . prec. ) ; e nell* sfera ABC descrivasi un 
solido poliedro simite a quello che nella sfera 
DEF si è descritto. Il solido poliedro clic è 
nella sfera ABC avrà al solido poliedro che è 
nella sfera DEF ragion triplicala di quella che 
ha BC ad EF {cor. prop. prec.): ma la sfera 
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ABC ha alla sfera GHK ragion triplicata di quella 
che ha BC ad EF , onde come la sfera ABC al- 
la sfera GI1K , cosi il solido poliedro nella sfe- 
ra ABC al solido poliedro nella sfera DEF : ma 
la sfera ABC è maggiore del solido poliedro che 
è in ossa; dunque eziandio la sfera GHK sarà 
maggiore del solido poliedro che è nella sfera 
DEF; lo che è impossibile, perchè da esso è 
compresa. Laonde non è la sfera ABC ad una 
sfera minore di DEF in triplicata ragione di BC 
ad EF. Dimostreremo similmente non essere le 
sfera DEF ad una sfera minore di ABC in tri- 
plicata ragione di EF a BC. Dico neanco la sfe- 
ra ABC essere ad una sfera maggiore di DEF 
in triplicata ragione di BC ad EF. Perciocché, 
se può essere, sia ad una sfera maggiore LMN; 
invertendo , sarà la sfera LMN alla sfera ABC 
in ragion triplicata del diametro EF al diametro 
BC : ma come la sfera LMN alla sfera ABC, così la 
sfera DEF, clic è minore della sfera LMN, ad 
un’altra sfera minore della detta ABC; adunque 
la sfera DEF è ad una sfera minore di ABC in 
triplicata ragione di EF a BC ; lo che si c già di- 
mostrato impossibile. Adunque non è la sfera ABC 
ad una sfera minore di DEF , nè ad una sfera 
maggiore , in triplicala ragione di BC ad EF. 
Sicché la sferaABC è alla sfera DEF in triplicata 
ragiono del diametro BC al diametro EF.C. B. D. 

Fine (LI duodecimo Libro. 
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AL LETTORE 


# l metodo de 3 limiti , come se ne valse Ar- 
chimede per dimostrare molti utilissimi teoremi 
sulla sfera e sul cilindro , suole per la sua 
lunghezza recare ai giovani non poca noia e 
fatica. La lor mente gravata , per così dire , 
dal peso delle dimostrazioni sovente rifugge 
di apprendere quelle ammirabili verità Mi 
son perciò determinato , dopo l 3 esempio di 
Guido Grandi e di Andrea Tacquet e di altri 
illustri geometri , di rilevare il principio , che 
è quel medesimo di cui fece uso il saggio Eu- 
clide nel duodecimo libro de 3 suoi elementi , 
ma di presentarlo alla gioventù studiosa sotto 
un aspetto più facile , per indi applicarlo di 
una maniera diretta e più spedita alle affe- 
zioni de 3 detti due corpi rotondi. 

Il principio, che qui appresso soggiungerò 
in forma di Lemma , è , che se due grandezze 
siano limiti di una medesima grandezza sa- 
ranno uguali fra loro. Nè temo di aver man- 
cato al rigor geometrico avendo ammesse co- 
me proposizioni evidenti , che la superficie 
del prisma inscritto nel cilindro , senza con- 
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siderare le òasi , sia minore della superficie 
convessa del cilindro ; e che la superficie della 
piramide inscritta nel cono , anche senza la 
base, sia minore della superficie convessa del 
cono. Egli è vero che il prelodalo Arcliimede 
dimostrò la verità di queste due proposizioni, 
ma a me sembra che per V evidenza loro non 
differiscano da quest ’ altra : di due superficie 
concave dalla medesima parte , e che hanno 
i medesimi limiti , la compresa è minore di 
quella che la comprende , proposizione , che 
lo stesso Archimede non ebbe difficoltà di ri- 
porre fra i principii intuitivi. 
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I TEOREMI SCELTI 

DI ARCHIMEDE 

SULLA SFERA , E SUL CILINDRO. 


DEFINIZIONI. 


1. Ue dà un punto B (Jìg.8e.') della circon- 
ferenza del semicerchio ABC, generatore di una 
sfera, si abbassi la perpendicohre BD al dia- 
metro AG , ciascuno de’ due »olidi , che , nel 
generare la sfera , si descrive dal semisegmento 
circolar» ABD , o dall’ altro DBG , si dirà seg- 
mento sferico. 

a. I.' vertice del segmento sferico generato dal 
semistgmento circolare ABD, è l’estremo A del 
diamttro immobile AC: la base, il cerchio de- 
scritto dalla perpendicolare BD : e l’altezza , la 
pane AD del diametro compresa fra il vertice 
A, e ’1 centro D della base. 

3 . Facendo girare il settore circolare ABE 
(fig. 80. ) , oppur l’ altro BEC intorno ad un 
raggio immobile , finché ritorni al medesimo sito 
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onde avea cominciato il suo moto, ciascuno de 
solidi , che in siffatta rivoluzione si desc. rive , si 
dirà settore sferico. 

Un tal solido , come ben si vede , è uguale 
ad un segmento sferico a cui si è aggiun to, op- 
pur si è tolto un cono, che ha la me desima 
base del segmento , e per vertice il centr o della 

gf era# 

4 . Se dagli estremi A,D della r< :tta AD 

inflettami ad un punto B le lince rette A B, DB, 
che facciano con Ja AD gli angoli BAD, BDA 
acuti; indi s’intenda il triangolo ABD girare 
intorno al lato immobile AD, finché ritorni al 
medesimo sito dal quale avea cominciato, il suo 
moto, il solido, che in siffatta ri volizione si 
descrive , si di ra rombo conico. 

Un tal solido si compone , come ) P è chiaro , 
da due coni che hanno per base com une il cer- 
chio descritto dalla perpendicolare B C abbas- 
sata da) vertice B al lato immobile /AD, e gli 
assi AC, CD posti per dritto. 

5. Una grandezza si dirà limite di un altra, 
se questa col crescere o decrescere a quella si 
accosta in modo, che ne differisca per una quan- 
tità minore di qualunque data , senza però di- 
venirle mai uguale. 

JV. B. Trattando di coni o di cilindri , inten- 
do sempre parlare di coni e di cilindri retti ^ 
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perciocché quel che appartiene ai coni ed ai ci- 
lindri obhliqui, supera la geometria elementare. 

Dirò superficie convessa d’ un cono , d’ un 
cilindro o d’ i.n segmento sferico, per intendere 
la superficie di questi solidi senza le hasi. Vo- 
lendovi includere ancor le basi, dirò superficie 
intera del cono, del cilindro, o del segmento 
sferico. Del pari dirò semplicemente superficie 
del prisma o della piramide , per intendere la 
superficie laterale di ciascuno di questi sol. di 
senza considerare le basi : ma dovendo aggiun- 
gere ancora le basi , dirò superficie intera del 
prisma o della piramide. 

Continuando, nelle citazioni, a servirmi della 
cifra araba per dinotare il numero della pro- 
posizione, aggiungerò Archimede, per indicare 
ch'ella si trova fra questi teoremi scelti. 

PRINCIPI. 

1. La linea retta è la più breve di tutte le 
linee, che hanno i medesimi termini. 

2. Il perimetro del poligono iscritto nel cer- 
chio è minore della circonferenza del cerchio ; 
perciocché ogni lato del poligono è minore del- 
l’arco a cui è sotteso. 

5 . La superficie del prisma inscritto nel cilindro 
è minore della superficie convessa del cilindro. 
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4. E la superficie della piramide inscritta nel 
cono è minore della superficie convessa del cono. 

5. Di tutte le superficie, clic hanno 1 mede- 
simi termini, la piana è la minima. 

6. E di due superficie concave dalla medesima 
parte, e che hanno i medesimi termini, la com- 
presa è minore di quella clic la comprende. 

L E M M A. 

Se due grandezze siano limiti diana medesima 
grandezza , saranno uguali fra loro. 

Le due grandezze A , B (fg.65. ) siano limiti 
della medesima C. Dico la grandezza A essere 
uguale all’altra 13. 

Perciocché se A non sia uguale a B, una di 
esse sarà maggiore; e sia A maggior di B, e D 
denoti l’eccesso pel quale A avvunza B. Essen- 
do B limite di C, la grandezza C si potrà 
avvicinare a B , senza divenirle mai uguale 
( def. &.); onde A dovrà superare C di una quan- 
tità maggior di quella di cui supera B, cioè di 
una quantità maggior di D. Per la qual cosa A 
differendo da C per una qnantità assegnabile, 
non sarà A limite diC; lo che è contrario alla 
supposizione. Adunque non è A maggior di B. Si- 
milmente si dimostra non esser B maggiore di A. 
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Sicché le due grandezze A, B essendo limiti 
della medesima C, sono uguali fra loro. C.B.D. 

P R O P. I. T E O R. 

Ogni cerchio pareggia un triangolo la cui base 
è uguale alla circonferenza di questo cer- 
chio , e V altezza al raggio. 

Intendasi il cerchio ABCDEF ( fig.66 .) descrit- 
to intorno al centro R. Dico il cerchio ABCDEF 
essere uguale al triangolo che ha per base la 
sua circonferenza, c per altezza il raggio. 

Si descriva nel cerchio ABCDEF il poligono 
ABCDEF di lati uguali, e pari di numero; ed ab- 
bassata dal centro R la perpendicolare RP sopra il 
lato AF di detto poligono , si congiungano i raggi 
RA, RB, RC, RD, RE, RF. Il poligono ABC- 
DEF sarà diviso in tanti triangoli quanti sono 
i suoi lati, i quali triangoli hanno la medesima 
altezza, cioè la perpendicolare 11P: onde il trian- 
golo che ha per base il perimetro del poligono 
ABCDEF, c per altezza la perpendicolare RP 
è uguale al poligono ABCDEF. Similmente di- 
visi per mezzo gli archi AB, BC, CD, DE, EF, FA 
nei punti G, H, K, L, M, N; c congiunti que- 
sti punti di divisioni per mezzo delle linee rette, 
s’iscriverà nel cerchio ABCDEF il poligono AGB- 
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HCK ec. ancor di lati ugnali c pari di numero, 
il quale sarà uguale a quel triangolo che ha per 
base il perimetro di detto poligono, e per altezza 
la perpendicolare Re, che dal centro R del cer- 
chio si abbassa sopra il lato FN del poligono , 
suddetto. Or egli è manifesto, che il perimetro 
di questo secondo poligono è maggiore del pe- 
rimetro del primo, ma minore della circonfe- 
renza del cerchio ABCDKF ; c che la perpen- 
dicolare Re è maggiore della perpendicolare IIP, 
ma minore del raggio RA. Adunque il perimetro 
del poligono iscritto nel cerchio si può accostare 
alla circonferenz.a del cerchio, senza divenirle 
mai uguale; e pure la perpendicolare, che dal 
centro del cerchio si abbassa sopra un lato di 
esso poligono, può differire dal raggio del cer- 
chio per una quantità minore di qualunque da- 
ta. Sicché il triangolo che ha per base la circon- 
ferenza del cerchio, e per altezza il raggio di que- 
sto è il limite di tutti i poligoni iscritti nel cer- 
chio; ma il cerchio è ancor limite di tutti i poli- 
goni iscritti in esso(*), ed i limiti di una me- 


(*) Si può dimostrare , come nella proposizione I. 
■broXII, che il poligono inscrilto nel cerchio può 
"ferir da questo per una quantità minore di qualun- 
data j e che per conseguenza il cerchio c’ limite 
. "tiigoni inscritti in esso. 
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desiala grandezza sono uguali fra loro. Adunque 
il cerchio è uguale a quel triangolo che ha per 
base la circonferenza di detto cerchio, e per al- 
tezza il raggio. C. B. D. 

SCOLIO. 

Rappresentino AC , CB (Jig. 67 . ) i raggi di 
due cerchi , ed EC , UC le loro rispettive cir- 
conferenze applicate perpendicolarmente a sif- 
fatti raggi nella loro estremità ; e si congiungano 
le AE, BD. E poiché il triangolo ACE è uguale 
al cerchio del raggio AC , ed il triangolo BCD 
al cerchio del raggio BC ; sarà il triangolo ACE 
al triangolo BCD, come il cerchio del raggio AC 
al cerchio del raggio BC. Ma il triangolo ACE 
è al triangolo BCD, come il rettangolo ACE al 
rettangolo BCD {prop. i5. ed il cerchio 

del raggio AC è al cerchio del raggio BC, come 
il quadrato di AC al quadrato di BC ( prop. a. XII 
Dunque come il rettangolo ACE è al rettangolo 
BCD, così il quadralo di AC al quadrato di BC; 
e permutando , sarà come il rettangolo ACE al 
quadrato di AC, così il rettangolo BCD al qua- 
drato di BC: ma come il rettangolo ACE al 
quadrato di AC, così la EC alla CA (prop. 1 . Vl.}\ 
e come il rettangolo BCD al quadrato di BC, 
così la DC alla CB; come dunque la EC alla 
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CA , così la DC alla CB; e permutando, come 
la EC è alla DC, così la CA alla CB. Sicché le 
circonferenze de’ cerchi sono come i raggi, ov- 
vero come i diametri di essi. 

PRO P. II. T E O R. 

La superficie convessa del cilindro retto è 
uguale ad un rettangolo contenuto dal lato 
di questo cilindro , e dalla circonferenza del 
cerchio che gli serve di base. 

Sia il cilindro retto (fig.68 . ) la cui base il 
cerchio ABCDEF , e P asse PQ. Dico la super- 
ile ie di questo cilindro essere uguale al rettan- 
golo contenuto dall’asse PQ, che è uguale al 
lato del cilindro, e dalla circonferenza del cer- 
chio ABCDEF. 

Imperciocché si descriva nel cerchio ABCDEF 
il poligono ABCDEF di lati uguali c pari di 
numero , e sopra di esso si dirizzi un prisma 
così alto come il cilindro; sarà la superficie di 
un tal prisma uguale a quel rettangolo che ha 
per base il perimetro del poligono ABCDEF, 
e per altezza il lato del cilindro. Se dividami 
per mezzo gli archi AB, BC, CD, DE, EF, 
FA nei punti G, H, K, L, M, ?i; c con- 
giunti questi punti di divisioni con delle linee 
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mite, si dirizzi sopra quest' altro poligono an- 
che un prisma cosi allo come il cilindro , sara 
la superficie di detto prisma uguale a quel ret- 
tangolo che ha per base il perimetro del poli- 
gono AGBIICK cc. e per altezza il lato del ci- 
lindro. Ora potendosi avvicinare il perimetro del 
poligono inscritto nella base del cilindro alla 
circonferenza del cerchio, senza però che le di- 
venga mai uguale , è chiaro , che il rettangolo 
che ha per base la circonferenza della base del 
cilindro, e per altezza un lato di esso sarà il 
limite delle superficie de’ prismi inscritti nel 
cilindro : ma la superficie convessa del cilindro 
è limile delle superficie de’ prismi inscritti in 
esso, ed i limiti di una medesima grandezza 
sono fra loro uguali; adunque la superficie con- 
vessa del cilindro è uguale a quel rettangolo 
che ha per base la circonferenza della sua base, 
e per altezza uno de’ suoi lati. C. B. D. 

PROP. ITI. T E 0 R. • 

La superficie convessa del cilindro retto è alla 
sua base come il doppio lato di questo ci- 
lindro al raggio della base. 

Rappresentino DB (Jig. Gq. ) la circonferenza, 
della base ili un cilindro, BC un raggio della sua. 
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base, e BE uno de’ suoi lati. Dico la superficie 
convessa di un tal cilindro essere alla sua base 
come il doppio di 13 E a BC. 

Si applichi la DB perpendicolarmente alla 
BE nel punto B; e colle due DB , BE si com- 
pisca il rettangolo BF ; indi prolungata la BE 
in A, fino a tanto che sia E A uguale a BE, si 
congiungano le DA, DC. E poiché il rettangolo 
DE ed il triangolo ABD sono fra le medesime 
parallele AB,'DF; e la base del triangolo è 
doppia di quella del rettangolo, sarà il trian- 
golo ABD uguale al rettangolo DE (prop.41 
ma il rettangolo DE è uguale alla superficie 
convessa del cilindro; dunque eziandio il trian- 
golo ABD è uguale alla superficie convessa del 
cilindro ; ed è poi il triangolo BCD uguale al- 
la base del cilindro ( prop. 1. slrch.). Sicché 
la superficie convessa del cilindro è alla sua 
base, come il triangolo ABD al triangolo CBD: 
ma come il triangolo ABD al triangolo CBD , 
così AB a BC (prop. /. VI. ) ; adunque la su- 
perficie convessa del cilindro è alla sua base co- 
me BA a BC , cioè come il doppio lato del ci- 
lindro al raggio della sua base. C. B. D. 
SCOLIO. 

Fra le BA , e BC ( fig. 69. ) si rinven- 
ga la media proporzionale M ; sarà BA a BC 
in duplicata ragione di M a BC. Ma in dupli- 
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cata ragione di M a BC è il cerchio del rag- 
gio 31 al cerchio del raggio BC (prop . a. XII.)-, 
e come BA a BC, così il triangolo ABD al trian- 
golo CBD : come dunque il cerchio del raggio 
M ?1 cerchio del raggio BC , così il triangolo 
ABD al triangolo BCD. Ma il triangolo BCD 
è uguale al cerchio del raggio BC; adunque 
benanche il triangolo ABD , che è uguale alla 
superficie convessa del cilindro, sarà uguale al 
cerchio del raggio M. Sicché 

La superficie convessa del cilindro retto è 
uguale ad un cerchio il cui raggio è medio 
proporzionale fra il doppio lato del cilindro , 
e ’l raggio della sua base. 

P 11 O P. IV. TEOR. 

j La superficie convessa del cono retto è uguale ad 
un triangolo la cui base è uguale alla circon- 
ferenza della base di questo cono , e l’altez- 
za è quanto un lato del medesimo solido. 

Sia il cono retto (fig.yo.) la cui base il cer- 
chio AECD , l’asse PK, c BK uno de’ suoi la- 
ti. Dico la superficie di un tal cono essere uguale 
al triangolo che ha per base la circonferenza 
del cerchio ABCD, e per altezza BK. 

Perciocché si descriva nel cerchio ABCD il 
poligono ABCD di Iati uguali e pari di nume- 
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ro; e sopra di esso intendasi dirizzata una pi- 
ramide clic abbia il medesimo vertice del cono. 
Essendo i triangoli dai quali si compone la su- 
perficie della piramide, uguali (prop.8. 1.) , c 
constituiti sopra le uguali basi AB , BG , CD , 
DA, avranno uguali le altezze; cioè le perpen- 
dicolari che dal vertice K si abbasseranno su 
le rette AB, BC, CD, DA: quindi il ir iangolo 
che ha per base il perimetro del poligono ABCD , 
e per altezza la perpendicolare KM condotta 
dal vertice K al lato BC , sarà uguale alla su- 
perficie della suddetta piramide. Se dividansi 
gli archi AB, BC, CD, DA per metà ne’ punti 
F, G, II, E, e congiungansi per mezzo di lince rette 
questi punti di divisioni, e sul poligono AFBG- 
CHDE si dirizzi ancor una piramide che abbia 
il medesimo vertice del cono; si dimostrerà, come 
qui innanzi, essere la superficie di siffatta piramide 
uguale a quel triangolo che ha per base il pe- 
rimetro del poligono AFBGCHDE, c per altezza 
la perpendicolare KN, che dal vertice si conduce 
al lato GC. Ed essendo la PN maggiore della 
PM, saranno i quadrati delle KP, PN maggiori 
de’ quadrali delle KP, PM ; ma ai quadrati delle 
KP, PN è uguale il quadrato della KN ( prop.4j-l •), 
ed ai quadrati delle KP,PM è uguale il qua- 
drato della KM: dunque il quadrato della KN 
è maggiore del quadrato della KM, e quindi la 
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linea retta KN è maggiore della KM. Congiunto 
il raggio PB, si potrà dimostrare similmente 
essere la KB maggiore di ciascuna delle KN , 
KM. Egli è manifesto che il perimetro del po- 
ligono inscritto nella base ABCD del cono si 
avvicina alla circonferenza del cerchio ABCD , 
senza divenirle mai uguale, c che la perpen- 
dicolare abbassata dal vertice del cono sopra un 
lato di questo poligono va differendo dal lato BK 
per una quantità minore di qualunque data. 
Laonde quel triangolo che ha per base la cir- 
conferenza del cerchio ABCD , e per altezza KB 
è il limite delle superficie delle piramidi in- 
scritte nel cono, il quale ha per base il cer- 
chio ABCD, c per vertice il punto K; ma la 
superficie convessa del cono è il limile delle 
superficie delle piramidi inscritte in esso. Adun- 
que, per lo Lemma altre volte citato, la super- 
ficie convessa del cono retto è uguale a quel 
triangolo che ha per base la circonferenza della 
base di questo cono, e per altezza un lato del 
medesimo solido. C. B. D. 
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P R O P. V. T E O R. 

ha superficie convessa del cono retto è alla 
sua base , come il lato di questo cono al 
raggio della base. 

Rappresentino BA (fig. 6g. ) il lato d’ un cono 
retto, BD la circonferenza della base, e BC il 
raggio di questa base. Dico la superficie convessa 
di un tal cono essere alla sua base, come BA a BC. 

Si applichi la BD perpendicolarmente alla 
BA nell’ estremo B, c congiungansi le DA, DC. 
E poiché il triangolo ADB è al triangolo BCD 
come BA a BC ( prop . 1 . VI.)\ ed il triangolo 
ADB è uguale alla superficie convessa del cono 
(prop. prec.) , ed il triangolo CBD è uguale al 
cerchio del raggio CB (prop. f.sJrch.), cioè alla 
base del cono medesimo: sarà dunque la super- 
ficie convessa del cono alla sua base come BA 
a BC; cioè come il lato del cono al raggio delia 
sua base. C. B. D. 

SCOLIO. 

Si rinvenga la retta M (fig- 6g. ) media 
proporzionale fra le BA, BC; sarà BA a BC 
in duplicata ragione di M a BC Ma come 
BA a BC, così il triangolo ADB al triangolo 
CDB ; e come la duplicata ragione di M a BC, 
così il cerchio del raggio M al cerchio del rag- 
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*»io BC (prop. 2. XII.). Adunque come il trian- 
golo ABD al triangolo CDB , così il cerchio del 
raggio M al cerchio del raggio BC. Per la qual 
cosa essendo il triangolo CDB uguale al cer- 
chio del raggio BC (prop. i. slrch.) , sarà au- 
dio il triangolo ADB , clic è uguale alla super- 
ficie convessa del cono, uguale al cerchio del 
raggio M. Sicché 

ha superficie convessa di un cono retto è 
uguale a quel cerchio il cui raggio è medio 
proporzionale fra il lato di questo cono , e ’l 
raggio della sua base. 

PROP. VI. T E O R. 

Se un cono sia segato da un piano paralle- 
lo alla sua base , la sezione sarà un cer- 
chio ; e la superficie convessa del tronco 
che resta togliendone il picciol cono , sarà 
uguale ad un rettangolo che ha por altezza 
il lato del tronco , e per base la semisom- 
ma delle circonferenze delle due sue basi. 

Sia il cono AKSM (fig. ?/. ) segalo dal pia- 
no BFC parallelo alla base KSM. Dico la se- 
zione BFC esser cerchio; e la superficie con- 
vessa del tronco BKSMC essere uguale a quel 
rettangolo che ha per altezza il lato MC del 
tronco , e per base la semisomma delle circon- 
ferenze delle basi KSM, BFC. 
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Congiuntasi 1’ asse AL del cono. E poiché i 
due piani paralleli KSM, EMC vengono sega- 
ti dal piano ALM ; le loro comuni sezioni LM, 
DC saranno parallele ( prop . 16 . XI.). Quindi 
1’ angolo ADC sarà uguale all’ angolo ALM 
(prop. ap. /. ); ma l’angolo ALM è retto; 
dunque eziandio retto è 1’ angolo ADC. Per la 
qual cosa il triangolo rettangolo ADC girando 
intorno al lato AD genererà un cono, di cui il 
iato DC ne descriverà la base , cioè il ccrcliio. 

Si elevi dal punto M alla retta MA la per- 
pendicolare MR , la quale si ponga uguale alla 
circonferenza del cerchio KSM; e congiunta la 
AR, si meni per C la retta CN parallela alla 
MR. Per la somiglianza de’ triangoli LAM , 
DAC sarà LM ad MA come DC a CA ; e per- 
mutando sarà come LM a DC, così MA ad AC. 
Ma come LM a DC, così la circonferenza del 
cerchio KSM alla circonferenza del ccrcliio BFC 
( Scol. prop. I. Arch. ); ed a cagion de’ trian- 
goli simili AMR, ACN, come MA ad AC, co- 
si MR a CN : adunque come la circonferenza 
del cerchio KSM alla circonferenza del cerchio 
131 C, così la MR alla CN. li perchè essendo 
la AIR uguale alla circonferenza del cerchio 
KSM , sarà ancor la CN uguale alla circonfe- 
renza del cerchio BFC ( prop.i^.iK.). Quindi es- 
sendo la superfìcie convessa del cono AKSM 
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uguale al triangolo AMR , e la superficie con- 
vessa del cono A RFC tiguale al triangolo ACN 
(prop. 4- Ardi!) ; sarà la superficie convessa del 
tronco conico BKSMC, la quale adegua la dif- 
ferenza di queste due superficie, uguale al tra- 
pezio CMRN. Congiungasi la MN , e pel pun- 
to N tirisi la NQ parallela alla CM. Il trian- 
golo MCN è uguale al .rettangolo di MG nella 
inetà di CN ; ed il triangolo MNR è uguale al 
rettangolo di NQ ovvero G.M nella metà di AIR. 
Laonde il trapezio CMRN sarà uguale al rettan- 
golo di GM nella scmisomma delle MR , CN. Ma 
si c dimostrato la superficie convessa del tronco 
conico BKSMC essere uguale a questo trapezio; 
c le MR, CN essere rispettivamente uguali al- 
le circonferenze de’ cerchi KSAI , RFC. Dunque 
la superficie convessa del tronco conico RKSMG 
è uguale al rettangolo di CM nella scmisomma 
delle circonferenze de’ cerchi KSM, RFC. Sic- 
ché se un cono sia segato da un piano ec. C. B. D. 

SCOLIO I. 

Pel punto medio II della MC si tiri la HE 
parallela alla ML, c per C la CP parallela 
all’asse AL. Sarà PM a GII come AIC a CH; 
e quindi GH metà di PM, come lo è CH di 
CM. Ala la EG è metà delle due LP, DC: 
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dunque la EH è metà delle due LM , DC. Per 
la qual cosa essendo . circonferenze de’ cer- 
chi come i diametri ovvero i raggi di essi 
(Scol.prop. /. sirch.) , sarà la circonferenza del 
cerchio descritto col raggio EH uguale alla se- 
misomma delle circonferenze dei cerchi de- 
scritti co’ raggi LM , DC. Laonde la superfi- 
cie convessa del tronco conico BKSMC sarà 
uguale al rettangolo di CM nella circonferenza 
del cerchio descritto col raggio EH. 

SCOLIO IL 

Fra il lato CM del tronco conico, e la som- 
ma de’ raggi LM , DC si rinvenga la media 
proporzionale X. E poiché la somma delle LM, 
DC sta ad X come X a CM , sarà anche la 
somma delle circonferenze de’ cerchi descritti 
co' raggi LM, DC alla circonferenza di X,come X 
a CM: ovvero, prendendola metà de'tcrmini della 
prima ragione, sarà come la circonferenza del cer- 
chio che ha per raggio EH alla semicirconferenza 
del cerchio che ha per raggio X, cosi X a CM. 
Quindi essendo il rettangolo doM'estremc uguale 
a quello delle medie (prop. 16. FI.), sarà il ret- 
tangolo di CM nella circonferenza del cerchio 
che ha per raggio EII uguale al rettangolo di 
X nella semicirconferenza del cerchio che ha 
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per raggio X. Ma il primo di questi rettango- 
li è uguale alla superficie convessa del tronco 
conico 13KSA1C; cd il secondo è uguale al cer- 
chio che ha per raggio X (prop. r. Arch. ): 
dunque la superficie convessa del tronco coni- 
co BKSMC è uguale al cerchio che ha per 
raggio X. Laonde 

La superficie convessa <f un tronco conico 
J uguale ad un cerchio il cui raggio è medio 
proporzionale tra il lato del tronco , e la som- 
ma de ’ raggi delle di lui basi. 

PRO P. VII. T E O R. 

Ogni cono è uguale ad una piramide che ha 
per altezza il di lui asse , e la cui base è 
un rettilineo uguale alla base del cono. Ed 
ogni cilindro è uguale ad un prisma che 
ha per altezza il di lui asse, e la cui base 
è un rettilineo uguale alla base del cilindro. 

Si può dimostrare come nella prop. 1 . del 
libro XII. che il poligono inscritto nella base 
di un cono può differire da questa per una 
grandezza minore di qualunque data ; c si può 
dimostrare, come nella prop. io. del libro citato, 
che la piramide eretta su tal poligono, e che ab- 
bia il medesimo vertice del cono , si accosterà al 

13 




Digìtized by Google 



178 

cono medesimo per una quantità inassegnabile, 
senza però divenirgli mai uguale. II cono dun- 
que è limite di tutte le piramidi inscritte in 
esso; e limite ancora di silTattc piramidi è quella 
che ha per base un rettilineo uguale alla base 
del cono, e per altezza l’ asse di questo solido. Ma 
i limiti di una medesima grandezza sono uguali 
fra loro. Dunque ogni cono è uguale ad una 
piramide che ha per altezza 1’ asse del cono , 
e per base un rettilineo uguale alla base del 
cono medesimo. 

Inoltre, il cilindro è triplo del cono con cui 
ha la medesima base, c la medesima altezza 
( prop. io. XII. ) ; ed il prisma è anche triplo 
della piramide qualora poggia con questa su la 
medesima base, c ne ha la medesima altezza. 
Ma il cono è uguale a quella piramide che ha 
per altezza il di lui asse, e per base un rettili- 
neo ugnale alla base del cono. Dunque eziandio 
il cilindro è uguale a quel prisma che ha per 
altezza il di lui asse , c per base un rettilineo 
uguale alla base del cilindro. C. B. D. 
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Ogni tronco conico è uguale alla somma di 
tre coni che hanno per altezza comune l’al- 
tezza del tronco , e le basi de ’ quali sono il 
cerchio inferiore del tronco , il cerchio supe- 
riore, ed un cerchio medio proporzionale tra 
questi due. 

Il cono AKSM (flg- 7/.), di cui l’ asse è 
AL , sia segalo dal piano BFC parallelo alla 
base KS-YI , la sezione BFC , come si è dimo- 
strato ( prop . 6 . Arch. ) , è un cerchio. Dico 
il tronco conico BKSMC essere uguale alla som- 
ma de* tre coni che hanno per altezza comu- 
ne la DL , altezza del tronco , e le basi de’ 
quali sono il cerchio KSM, il cerchio BFC, cd 
il cerchio medio proporzionale tra questi due. 

Per lo punto C si meni la CP parallela al- 
F asse AL del cono ; e tra le due LM , DC si 
rinvenga la media proporzionale V. E poiché le 
LM , V , DC sono in continua proporzione , sa- 
rà come LM a DC, così il quadrato di V al qua- 
drato di DC. Ma come LM a DC , così LA ad 
AD, per essere simili i triangoli ALM, ADC ; 
e come il quadrato di V al quadrato di 'DC, 
così il cerchio del raggio V al cerchio BFC 
( prop. 2. XII. ). Dunque come lui ad AD, co- 

★ 


i8o 

sì il cerchio del raggio V al cerchio BFC. Quin- 
di il cono che ha per base il cerchio di V , e 
per altezza AD , sarà uguale al cono clic ha per base 
il cerchio BFC, e per altezza AL (prop. i5. XII.). 
Tolgasi di comune il cono BFCA , sarà la dif- 
ferenza del cono che ha per base il cerchio di 
V e per altezza DA, e del cono BFCA, uguale 
al cono che ha per base il cerchio BFC, e per 
altezza DL. Inoltre, essendo iè LAI, V , DC 
continuamente proporzionali , sarà come LAI a 
DC, cosi il cjuadrato di LAI al quadrato di V. 
1', sostituendo alla prima di queste ragioni quel- 
la di LA ad AD, ed alla seconda quella che 
ha il cerchio KSAI al cerchio del raggio V 
( prop . 2 .XII. ); saia come LA ad AD, così il 
cerchio KSA1 al cerchio del raggio A r . Quindi 
il cono die ha per base il cerchio KSAI, e per 
altezza AD sarà uguale al cono che ha per ba- 
se il cerchio di V, e per altezza AL: ovvero 
il primo di questi coni sarà uguale a due co- 
ni clic hanno per base comune il cerchio di 
V, c le altezze de* quali sono rispettivamente 
DA , e DL. Ciò premesso , il tronco conico 
BKSAICè uguale alla differenza del conoAKS.M 
dal cono ABFC, ovvero al cono che ha per 
Jbase il cerchio KSM e per altezza- DL , ed 
alla diflerenza de’ coni che hanno per altezza 
comune DA, e le basi de’ quali sono il cerchio 
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KSM , ed ri cerchio BFC. Ma il cono che ha 
per base il cerchio KSM , e per altezza DA è 
uguale a due coni che hanno per base comu- 
ne il cerchio di V, e le altezze de’ quali so- 
no rispettivamente DA, e DL. Dunque il tronco 
conico BKSMC è uguale al cono che ha per 
base il cerchio KSM c per altezza DL, al co- 
no die ha per base il cerchio di V c per al- 
tezza DL , ed alla differenza de’ coni che han- 
no la medesima altezza DA , e le basi de' qua- 
li sono il cerchio del raggio V , cd il cerchio 
BFC. Ala la differenza di questi due ultimi 
coni si è dimostrata uguale al cono che ha per 
base il cerchio BFC, c per altezza DL: dun- 
que il tronco conico BKSMC è uguale alla som- 
ma de’ tre coni clic hanno per altezza comune 
la DL , e le basi de’ quali sono il cerchio KSM, 
il cerchio BFC , ed il cerchio del raggio V che 
è medio proporzionale tra questi due. Sicché 
ogni tronco conico è uguale ec. C. B. D. 
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P II O P. IX. T E 0 R. 

Se vi siano due coni , e la base dell’uno sia 
uguale alla superficie convessa dell ’ altro , 
e la perpendicolare , che dal centro della 
base di questo si abbassa sopra un suo la- 
to , sia uguale all’ altezza di quello ; tali 
coni saranno uguali fra loro. 

La Rase BCD del cono ABCD (fig. 72.) sia 
tignale alla superficie convessa del cono FIIKL; 
e la perpendicolare MG, abbassata dal centro M 
della base HKL sopra il lato FU di questo se- 
condo cono, sia uguale all’altezza AE dei primo. 
Dico il cono ARCO essere uguale al cono FIIKL. 

Perciocché essendo la base BCD usuale alla 
superficie convessa del cono FHKL , sarà come 
la base BCD alla base HKL, così la superficie 
del cono FHKL alla medesima base HKL. Ma 
come la superficie del cono FHKL alla sua ba- 
se IIKL , così FU ad 11M ( prop . 5. Arch.)\ 
ov vero FM ad MG , per essere simili i triango- 
li FHM, FMG (prop. 8 . VI. ). Adunque come 
la base BCD alla baso IIKL, così FM ad MG; 
oppure FM ad AE , essendosi supposta AE ugua- 
le ad MG. Il perchè i due coni ABCD, FHKL 
avendo le basi in ragion reciproca delle altez- 
ze, sono tra loro uguali (prop. )5. XII.). Sic- 
ché se vi siano due coni ec. C. B. D. 
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Ogni rombo conico è uguale ad un cono la 
cui base adegua la superficie convessa di 
uno de 1 coni componenti il rombo conico, e 
V altezza è quanto la perpendicolare , che 
(tal vertice dell ’ altro cono si abbassa so- 
pra un lato del primo. 

Sia il romito conico AE1DE (Jig-^3.'), e dal 
vertice E del cono RIDE si abbassi la perpen- 
dicolare EF sul lato AD; indi si esponga il cono 
HLKG, la cui base 1ILK pareggi la superficie con- 
vessa del cono RIDA, e Rattezza MG sia uguale 
alla ' perpendicolare EF. Dico il rombo conico 
ARIDE essere uguale a! cono HLKG. 

Si esponga un altro cono PXQN , la cui ba- 
se PXQ sia uguale alia base RID del rombo 
conico, c l'altezza NR all’asse AE di questo so- 
lido. Essendo il cono RIDE al cono RIDA co- 
me EC a CA ( prop.t 4 -XH ), sarà, componen- 
do, il rombo conico ARIDE al cono RIDA co- 
me EA ad AC. Ma come EA , o la sua uguale 
RN ad AG , cosi il cono PXQN al cono ARID 
( prop. 14 .XII . ). Dunque come il rombo conico 
ARIDE al cono ARID, così il cono PXQN al 
medesimo cono ARID. E quindi il cono PXQN è 
uguale al rombo conico ARIDE (jn'op.y. V.). 
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E perchè il cerchio HLK è uguale alla super- 
ficie convessa del cono ABID, sarà il cerchio 
HLK al cerchio BID, come la superficie con- 
vessa del cono ABID al medesimo cerchio BID 
( prop. 7 . V. ). Ma come la superficie convessa 
del cono ABID alla sua hasc BID, così AD a 
DC ( prop. 5. sirch. ) , ovvero AE ad EF, per 
essere simili i triangoli ACD , AFE.. Adunque 
come il cerchio HLK al cerchio BID , così AE ad 
EF : oppure come il cerchio HLK al cerchio PXQ, 
così NR a GM ; conciossiachè il cerchio l'XQ è 
uguale al cerchio BID, la retta NR alla retta 
AE, e la GM alla EF. Per la qual cosa i due 
coni PXQN , IJLKG avendo le hasi in ragion 
reciproca delle altezze, sono uguali fra loro. Ma 
il cono PXQN si è dimostrato uguale al rombo 
conico ABIDE: dunque eziandio il cono I1LKG 
è uguale al rombo conico ABIDE. Sicché ogni 
rombo conico è uguale ad un cono ec. C. B. D. 
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Se un cono sia segato da un piano parallelo 
alla sua base , e su la sezione , che è un 
cerchio , si costituisca un altro cono che 
abbia per vertice il centro della base del 
cono proposto ; la differenza di questo solido 
dal rombo conico, che dentro di esso si viene 
a costituire , è uguale ad un cono la cui base 
pareggia la superficie convessa del tronco , 
e V altezza è quanto la perpendicolare che 
dal centro della base del cono primiero si 
abbassa sopra un lato di questo. 

Il cono AGKH (Jig- j4- ) sia segato dal piano 
BLD parallelo alla base GK11, e sul cerchio Ì3LD 
si costituisca il cono J3DLC che abbia per vertice 
il centro C della base GKII; dal quale si ab- 
bassi sul lato AG la perpendicolare CF. Dico 
la differenza del cono AGKH dal rombo conico 
ABDLC essere uguale al cono RYZV, la cui base 
YZV pareggia la superficie convessa del tron- 
co conico BGKIID , e l’ altezza è quanto la 
perpendicolare CF. 

Si espongano due altri coni PAINO, QSTX, 
che abbiano per altezza la medesima perpendi- 
colare CF , e le basi de’ quali sicno il cerchio 
MNO uguale alla superficie convessa del cono 
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AGKH , ed il cerchio STX uguale alla super- 
ficie convessa del cono ABLD. E poiché il cono 
PAINO è ai coni QSTX, R\ZA r , come la base 
MINO alle basi STX, YZV ( prop . t/.XIJ.); ed 
è la base MKO uguale alle basi STX, YZV; 
dunque il cono PAINO è uguale ai coni QSTX 
RYZV. E quindi il cono RYZV pareggerà la dif- 
ferenza del cono PAINO dal cono QSTX. Ala il co- 
no PAINO è uguale al cono AGKII (prop.g.Arch.) ; 
ed il cono QSTX è uguale al rombo conico 
ABDLC ( prop. prec. ). Adunque il cono RYZV è 
ugnale alla differenza del cono AGKII dal rom- 
bo conico ABDLC. Laonde se un cono sia se- 
gato da un piano cc. C. B. D. 
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Se uno dei coni componenti un rombo conico 
sia segato da un piano parallelo alla sua 
base , e su la sezione , che è un cerchio , 
si dirizzi un cono che abbia per vertice 
quello dell’altro cono componente il rombo ; 
e se da questo vertice al lato del primo 
cono si abbassi la perpendicolare : la dif- 
ferenza del primo rombo conico da quello 
che in tal modo si viene a costituire , è 
uguale ad un cono che ha per altezza la 
detta perpendicolare , e la cui base pareg- 
gia la superficie convessa del tronco. 

Sia il rombo conico ÀGUKL ( jìg . ?5 . ); cd uno 
dei coni AGK1I che lo compongono, sia segalo 
dal piano BED parallelo alla base GKII; c sul 
cerchio BED si costituisca il cono BDEL, che ab- 
bia il punto L per vertice; e da questo punto 
L si abbassi sopra il lato AG la perpendicolare 
LF. Dico la dillerenza del rombo conico AGUKL 
dal rombo conico ABDEL essere ugnale al cono 
RYZV , il quale ha l’altezza uguale ad LI, c 
per base il cerchio YZV uguale alla superficie 
convessa del tronco conico BGKIID. 

Si espongano due altri coni PMNO , QSTX, 
che abbiano l’ altezza uguale ad LF , e le ba- 
si de’ quali sieno il cerchio MNO uguale alla 
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superficie convessa del cono AGKH , ed il cer- 
chio STX. uguale alla superficie convessa del 
cono ABED. Si può dimostrare, come nella pio- 
posizione precedente, essere il conoR.YZV ugnale 
alla differenza del cono PMNO dal cono QSTX. 
Ma il primo di questi coni è uguale al rombo 
conico AGI1KL; ed il secondo è uguale al rom- 
bo conico ABDEL ( proj k io. y/rch.'). Dunque il 
cono RYZV è uguale alla differenza del rombo 
conico AGIIIvL dal rombo conico ABDEL. Sic- 
ché se uno de’ coni componenti ec. C. B. D. 

P R 0 P. XIII. T E 0 R. . 

Se la semicirconferenza cl’ un cerchio si di- 
vida in un numero pari di parti uguali , e 
siffatti punti di divisioni si congiungano 
con delle corde ; indi si faccia girare il 
semicerchio col rettilineo che ne risulta in- 
torno al diametro , che sta fermo : la super- 
ficie conica che da queste corde si descrive , 
sarà uguale ad un rettangolo contenuto da 
detto diametro , e dalla circonferenza del 
cerchio che ha per raggio la perpendico- 
lare, che dal centro del semicerchio si ab- 
bassa sopra una delle corde suddette. 

La circonferenza del semicerchio ABDEI 
(Jìg.j6.) descritto sopra il diametro AF si di- 
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vida nelle parti uguali AB, BD , DE, EF, e 
che sieno pari di numero; e si congiungano le 
rette AB , BD , DE , EF ; e dal centro C sopra 
una di queste corde, per esempio, AB si ab- 
bassi la perpendicolare GII ; indi' s’ intenda gi- 
rare il semicerchio col rettilineo ÀBDEF in- 
torno al diametro AF. Dico la superficie conica 
che dalle rette AB, BD, DE, EF si descrive, 
essere uguale al rettangolo contenuto dal dia- 
metro AF, e dalla circonferenza del cerchio che 
ha per raggio CH. 

Dal centro C si abbassi su la corda BD la 
perpendicolare CG , che segnerà nella BD il 
punto medio G (prop. 3. III.) ; e dai punti B, 
G si tirino al diametro AF le perpendicolari 
BK,( IN; c per B si meni BQ parallela ad AF. 
Il triangolo ABK rettangolo in K girando in- 
torno ad AK descriverà un cono , la cui super- 
ficie convessa descritta da AB pareggerà il trian- 
golo che ha per base la circonferenza di BK , 
e per altezza AB (prop. 4- Arch. ), oppure il 
rettangolo contenuto dalla circonferenza di BK, 
e da HA metà di AB. Ma i triangoli rettangoli 
ABK , AI1C avendo di comune F angolo acuto 
in A, saranno equiangoli e simili; onde come 
BK a KA, così CH ad I1A; e permutando, co- 
me BK a CH, cosi KA ad AH; e finalmente 
sostituendo alla ragione di BK a CH quella delle 
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Joro circonferenze {scol.prop.I. Ardi.), sarà come 
la circonferenza di BK alla circonferenza di GII , 
così KA ad AH. Il perchè dovendo essere il ret- 
tangolo dcH’cstreme uguale a quello delle medie 
{pfop.iG.VL), sarà il rettangolo del la circonfe- 
renza di BK in HA uguale al rettangolo della cir- 
conferenza di CH in KA. Ma il primo di questi 
rettangoli si è dimostrato uguale alla superficie co- 
nica descritta dalla retta AB : dunque eziandio il 
rettangolo della circonferenza di CH in KA sarà 
uguale alla superficie conica descritta dalla retta 
AB. Inoltre, il trapezio BDPK girando intorno 
a PK descriverà un tronco conico, la cui su- 
perficie convessa, cioè quella descritta dalla corda 
BD , sarà uguale al rettangolo di BD nella cir- 
conferenza di GN {scol. /. prop.G. Arch.). Ma 
l'angolo retto CGB è uguale ai due BGM, MBG; 
onde toltone di comune l’angolo BGM, rimarrà 
l’angolo CGN uguale all’angolo GBM. Per la 
qual cosa i triangoli rettangoli CGN, BGM, 
avendo ancora uguali i loro angoli acuti CGN , 
GB.M , saranno equiangoli e simili; ma il trian- 
golo GBM è simile al triangolo BDQ : dunque 
eziandio il triangolo CGN è simile al triangolo 
BDQ. E quindi come BD a BQ , così CG a GN, 
ovvero, sostituendo alla ragione delle rette CG, 
GN quella delle loro circonferenzè , sarà come 
BD a BQ, così la circonferenza di CG alla cir- 
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conferenza di GN. Dunque il rettangolo di BD 
nella circonferenza di GN sarà uguale al ret- 
tangolo di BQ nella circonferenza di CG. Ma 
il primo di questi rettangoli è uguale alla su- 
perficie conica descritta dalla retta BD : dunque 
Benanche il rettangolo di BQ nella circonferenza 
di CG , ossia il rettangolo di KP nella circon- 
ferenza di CH , sarà uguale alla superficie co- 
nica descritta dalla retta BD. Ma si è ancor di- 
mostrato la superficie conica descritta dalla retta 
AB essere uguale al rettangolo di Alv nella me- 
desima circonferenza di CH. Dunque la spuima 
delle superficie coniche che dalle rette AB, BD 
si descrivono, pareggia il rettangolo di AP nella 
circonferenza di CH. La qual cosa potendosi .si- 
milmente dimostrare per le superficie descritte 
dalle altre corde , ne siegue esser la somma di 
tutte queste superficie uguale al rettangolo con- 
tenuto dal diametro AF, e dalla circonferenza del 
cerchio, che ha per raggio CH. Laonde se la 
circonferenza di un semicerchio ec. C. B. D. 


P R 0 P. XIV. T E 0 R. 
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Poste le medesime cose del teorema precedente , 
il solido, che dal rettilineo si descrive , sa- 
rà uguale ad un cono la cui baso adegua 
la superficie di questo solido, e l’altezza è 
quanto la perpendicolare che dal centro del 
semicerchio si abbassa sopra un lato di detto 
rettilineo. 

Sicno AB, BD , DE (fg. 77. ) i Iati del ret- 
tilineo inscritti nel quadrante ARDE ; e si ab- 
bassino dal centro C su i detti lati le perpen- 
dicolari CF, CG , CU 5 e si distendano le DB, 
ED, lino a tanto che incontrino il semidiame- 
tro CA ne’ punti K, L; e linai mente si con- 
giungano i raggi CB , CD, CE. 

Il ti iangolo ALC avendo gli angoli BAC , 
BCA acuti, nel girare intorno ad AC descrive- 
rà un rombo conico; il quale sarà uguale a quel 
cono che ba per altezza CF , e la cui base ade- 
gua la superficie conica descritta dalla retta 
AB ( prop. /o. yJrch.'). Similmente' i triango- 
li CBk , CDK girando intorno a CK descrive- 
ranno due rombi conici , la differenza de’ qua- 
li , cioè il solido descritto dal triangolo CBD, 
r.el rivolgersi del rettilineo intorno al diame- 
tro AO, sarà uguale a quel cono che ha per 
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altezza CG , o la sua uguale CF , e per base 
un cerchio tignale alla superficie conira descrit- 
ta dalla retta BD ( prop. /a. Arch\ ). Laonde 
il solido descritto dal quadrilineo ABDC sarà 
uguale a quel cono clic ha per altezza CF, e 
la cui base pareggia la somma delle superficie 
descritte dalle rette AB, BD. Ma il triangolo 
ECL che ba retto l’angolo ECL , girando in- 
torno aCL descriverà un cono; ed il triangolo 
CDL dcscrivcià un rombo conico: onde la loro dif- 
ferenza, cioè il solido descritto dal triangolo CDE, 
sarà uguale a quel cono che ha per altezza Cll, 
o la sua uguale CF, e la cui base adegua la superfi- 
cie conica descritta dalla rcliaDE (p/'op.t i.Areh.'). 
Per la qual cosa il solido descritto dal rettili- 
neo ABDEC pareggia quel cono che ba per al- 
tezza CF', e la cui base è uguale alla somma 
delle superficie coniche descritte dalle rette AB 
Bf), Dii. Potendosi applicare la medesima di- 
mostrazione ncH’aliro quadrante EMAO, ne sic- 
gue: che il solido descritto dal semipoligono 
ABDEMNO , qualora questo eoi semicerchio 
ABENO si aggira intorno al diametro AO , è 
uguale al cono che ha per altezza CF, c la cui 
hase pareggia la superficie del solido suddetto. 

C B. D. 
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La superficie della sfera è uguale al rettan- 
golo che si contiene dal diametro della sfe- 
ra, e dalla circonferenza d’un di lei cerchio 
massimo. 

Sia ABDEF (Jìg.78.) il semicerchio, che girando 
intorno al suo diametro AF generi la sfera. Dico 
la superficie di questa essere uguale a quel ret- 
tangolo che ha per base la circonferenza del 
cerchio descritto col raggio CA , 6 per altezza 
il diametro AF. 

Si divida la circonferenza del semicerchio 
ABDEF in qualunque numero pari di parli 
uguali AB , BD, DE, EF ; si congiungano i 
punti prossimi ditali divisioni con le rette AB, 
BD , DE , EF ; c dal centro C sopra una di 
queste, per esempio, sopra la BA si abbassi la 
perpendicolare CU. La superficie conica che le 
rette AB, BD, DE, EF descriveranno, nel ri- 
volgersi del semicerchio ABDEF intorno al suo 
diametro AF, sarà uguale al rettangolo conte- 
nuto dal detto diametro AF, e dalla circonferenza 
del cerchio che ha per raggio CII (prop.*3.Archf. 
Se gli archi AB, BD, DE, EF dividansi an- 
cor per metà nei punti G , L , M , N , e con- 
gì ungansi le corde AG, GB, BL ec.; la super- 
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ficie conica da esse descritta sarà uguale al ret- 
tangolo contenuto dal diametro AF, e dalla 
circonferenza del cercliio clic ha per raggio la 
perpendicolare Cc abbassata dal centro C sopra 
una di sifTatlc corde, qual sarebbe BG. Or egli è 
manifesto, clic a misura che gli archi si bisechino, 
le sottese delle parti loro descriveranno delle su- 
perficie coniche che si avvicineranno alla superfi- 
cie sferica, senza però divenirle mai uguali; e che 
la perpendicolare abbassata dal centro sopra una 
di dette corde differirà dal raggio CA per una 
grandezza minore di qualunque data. Dunque 
il rettangolo contenuto dal diametro AF, e dal- 
la circonferenza di CA sarà limite delle sovrac- 
cennate superfìcie coniche; delle quali è ancor 
limite la superficie della sfera descritta dal se- 
micerchio ABDEF. Ma i limiti di una mede- 
sima grandezza , giusta il lemma altre volte ci- 
tato, sono uguali fra loro. Dunque la superfi- 
cie della sfera descritta dal semicerchio ABDEF 
è uguale al rettangolo contenuto dal diametro 
AF, e dalla circonferenza del cerchio che ha 
per raggio CA. Sicché la superficie di ogni sfera 
è uguale ad un rettangolo cc. C. B. D. 

COR. Il cerchio essendo uguale a quel tri- 
angolo che ha per base la circonferenza di es- 
so cerchio e per altezza il raggio (jprop. /. Arch.) t 
sarà eziandio uguale al rettangolo, che si contiene 
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dalla circonferenza c dalla metà del di lui raggio. 
Dunque la superficie della sfera avrà al suo cir- 
colo massimo quel medesimo rapporto, clic lia 
il rettangolo a cui c uguale la supeificie sferica 
al rettangolo a cui è uguale il circolo massimo. 
Ma tali rettangoli, per avere la medesima base, 
sono tra loro come le altezze, vale a dire, come 
il diametro alla metà del raggio. Dunque la su- 
perficie della sfera è quadrupla del suo circolo 
massimo. 

SCOLIO. 

Se prendasi il diametro della sfera per rag- 
gio, e si descriva un cerchio; questo sarà al 
circolo massimo della sfera, come il quadrato del 
diametro al quadrato del raggio, cioè, come 4 a 
1 . Ma la superficie sferica è anche al suo cir- 
colo massimo , come 4 a 1 : Dunque 

La superficie della sfera è uguale a quel 
cerchio che ha per raggio il diametro della 
*fera. 
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PROP. XVI. T EOR. , 

La superficie d’ ogni segmento sferico è uguale 
ad un rettangolo contenuto dalla circon- 
ferenza d’ un cerchio massimo della sfera 
cui appartiene il segmento , e dall J altezza 
dal segmento medesimo. 

Sia ABDE (fig.ygi) il semicerchio generatole 
della sfera ; ed ABDF quel semisegmento circola- 
re, che girando intorno al diametro AE generi 
il segmento sferico. Dico la superficie di questo 
segmento, cioè la superficie descritta dall’arco 
ABD, essere uguale al rettangolo contenuto dalla 
circonferenza del cerchio clic ha per raggio CA, 
e dall’ altezza AF del segmento sferico 

Imperciocché, se dividasi l’arco ABD in un nu- 
mero pari di parti uguali AB, BD, e congiungansi 
le corde AB , BD , e dal centro C si abbassi so- 
pra la BA la perpendicolare GII; si può di- 
mostrare, come nella proposizione i3, la super- 
ficie conica descritta dalle corde AB, BD esse- 
re uguale al rettangolo di AF nella circon- 
ferenza del cerchio che ha per raggio CH. E 
dividendo gli archi AB, BD per metà ne’ pun- 
ti M, N ;• e congiungendo le corde AM, MB, 
BN , JSD , sarà ancor la superficie conica de- 
scritta da queste ugnale al rettangolo conteniv- 
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to dall’ altezza AF del segmento sferico, e dal- 
la circonferenza del cerchio clic ha per raggio 
la Cc, perpendicolare abbassala dal centro C 
su la corda BM. Quindi potendosi le superficie 
di quelle corde avvicinare alla superficie sferi- 
ca descritta dall’arco ABD, senza però divenir- 
le mai uguali; c potendo la Cc differire dal 
raggio CA per una quantità minore di qualun- 
que data; saranno limiti delle dette superficie 
coniche si la superficie sferica descritta dall'arco 
ABD, che il rettangolo di I'A nella circonfe- 
renza del cerchio clic ha per raggio CA. Laonde 
la superficie sferica descritta dall’ arco ABD è 
uguale al rettangolo contenuto dalla FA, c dalla 
circonferenza del cerchio che lia per raggio CA. 
Per la qual cosa la superficie d’ ogni segmento 
sferico è uguale ad un rettangolo cc. C. B. D. 

COIl. I. Essendo la superficie della sfera ugua- 
le al rettangolo del suo diametro nella circon- 
ferenza di un circolo massimo; e la superficie 
del segmento sferico uguale al rettangolo della 
sua altezza nella circonferenza d’ un circolo mas- 
simo della sfera a cui appartiene , ne siegue: 
che la superficie della sfera è alla superficie 
d’un suo segmento, come il diametro della sfe- 
ra all’altezza di cotesto segmento sferico. 

COlt. II. Ed essendo la superficie sferica de- 
scritta dall’ arco AD (Jìg. 76. ) uguale al ret- 
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tangolo di AP nella circonferenza di CA; e la 
superficie sferica descritta dall’arco AB uguale 
al rettangolo di AK nella medesima circonfe- 
renza di CA; sarà la superficie della zona sfe- 
rica, cioè quella descritta dall’arco BD, ugua- 
le al rettangolo di Plv nella circonferenza del 
cerchio clic ha per raggio CA. 

COR. IIL Adunque se una sfera sia divisa da 
più piani perpendicolari ad un suo diametro , 
le superficie delle zone sferiche ad una o a 
due basi che si faranno in essa, saranuo tra 
loro come i segmenti di dello diametro, ossia 
come le altezze delle zone. 

SCOLIO. 

Dal punto B ( fig . 80. ) della circonferenza 
del semicerchio ABC generatore di una sfera, 
si abbassi al diametro AC la perpendicolare BD 
c si congiungano le BC, BA. E chiaro essere 
CA ad AB, come AB ad AD ( cor.prop.8.Vl .) : e 
quindi come CA ad AD, così il quadrato di CA al 
quadrato di AB. Ma come CA ad AD , così la 
superficie sferica descritta dalla semicirconferenza 
ABC alla parte di superficie sferica, che dall’arco 
AB si descrive ; e come il quadrato di AC al 
quadralo di AB , così il cerchio che ha per 
raggio AC al cerchio che ha per raggio AB 
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(pn>p. 2 . XII.'). Dunque come la superfìcie 
sferica descritta dalla semicirconferenza ABC al- 
la parte di superficie sferica , clic si descrive 
dall’arco AB, così il cerchio clic ha per rag- 
gio AC al cerchio che ha per raggio AB. !\ia 
la prima di queste superficie è uguale al cer- 
chio che ha per raggio AC (scal.prop.f5.s/rvh. ) : 
dunque eziandio la superficie sferica che dal- 
1’ arco AB si descrive, sarà ugnale al cerchio 
che ha per raggio la retta AB (prop.i cioè 
La superficie convessa d' un segmento sfe- 
rico è uguale ad un cerchio , il quale, ha par 
raggio la corda dell' arco da cui la detta su- 
perficie è descritta : o ciò che è lo stesso, la 
superficie convessa d’ un segmento sferico è 
uguale ad un cerchio che ha per raggio la 
linea retta , la quale unisce il vertice di det- 
to segmento sferico con un punto qualunque 
della circonferenza della di lui base. 
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P R 0 P. XVir. T E 0 R. 

Ogni settore sferico pareggia un cono che ha 
la base uguale alla superficie sferica del 
settore , e la cui altezza è quanto il raggio 
di questo solido, li V intera sfera pareggia 
un cono che ha la base uguale alla super- 
ficie cUdla sfera , e l’ altezza al raggio. 

Sia ABDC {fig. "9- ) il settore circolare, il 
quale con la sua rivoluzione intorno ad AG de- 
scriva il settore sierico. Dico un tal settore sfe- 
rico pareggiare il cono clic ha la base uguale 
alla superficie, che si descrive dall’arco ÀBD, 
e la cui altezza c quanto il raggio CA. 

Si divida l’arco A 131) in qualunque numero 
pari di parli uguali AB, BD; e si congiunga- 
no le corde AB, BD, e dal centro C sopra una 
di queste, ponghiamo AB, si abbassi la per- 
pendicolare CU. Se intendasi il settore rettili- 
neo ABDC girare intorno ad AC nel medesimo 
tempo che il settore circolare ABDC, il solido, 
che da cotesto settore rettilineo si descrive, sa- 
rà uguale al cono che ha la base uguale alla 
superficie descritta dalle corde AB , BD , e 
la cui altezza è quanto la perpendicolare Cii 
(prop. 14 . Arch. ). E se gli archi AB, BD di- 
vidami per metà ne’ punti M, N , e congiun- 
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gansi le corde AM , MB , BN, ND ; e dal cen- 
tro C sopra una di queste corde, per esempio 
BM , si abbassi la perpendicolare Cc ; il soli- 
do , ebe dalla rivoluzione del settore rettilineo 
AMBNDC intorno ad AC si descrive , sarà ugua- 
le al cono clic ba la base uguale alla superfi- 
cie descritta dalle corde AM, MB, BN , ND, 
e la cui altezza è quanto la perpendicolare Cc. 
Or a misura clic colesti archi si seghino per 
mezzo, c si congiungano con delle linee rette 
i punti prossimi delle divisioni , ed i così fat- 
ti rettilinei si concepiscano girare intorno ad 
AC, è chiaro, che i solidi da essi descritti si 
avvicineranno al settore sferico generato dal set- 
Jor circolare ABDC, senza mai divenirgli uguali; 
che la superficie conica descritta dalle accen- 
nate corde si accosterà alla superficie sferica de- 
scritta dall’ arco ABD , senza inai pareggiarla ; 
e che finalmente la. perpendicolare, la quale 
dal centro C si abbassa sopra una di coteste 
corde, differirà dal raggio CA per una quanti- 
tà minore di qualunque data. Onde non solo il 
settore sferico, descritto dalla rivoluzione del 
settore circolare ABDG intorno ad AC, sarà 
limite degli anzidetti solidi ; ma ne sarà ancor 
limite il cono clic ha la base uguale alla su- 
perficie sferica descritta dall’ arco ABD , c, la 
cui altezza è quanto il raggio CA. Per la qual 
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cosa essendo i limiti di una medesima grandezza 
uguali fra loro, il settore sferico generato dalla 
rivoluzione del settore circolare ABDC intorno 
ad AG pareggcrà il cono , la cui base è ugua- 
le alla superficie sferica di colesto settore , cioè 
alla superficie descritta dall’ arco ABD , e la 
cui altezza è quanto il raggio GA. 

Inoltre, se tutta la circonferenza del semi- 
cerchio ABDEF (Jìg. 78. ) generatore di nna 
sfera dividasi in un numero pari di parti ugua- 
li , per esempio , AB , BD , DE , EF ; e congiun- 
gansi le corde AB, BD, DE, EF ; ed intendasi 
il scmipoligono ABDEF girare insieme col se- 
micerchio ABDEF intorno al diametro AF : si 
potrà dimostrare con un ragionamento analogo 
al precedente, la sfera generata dal semicerchio 
ABDEF esser limite de’ solidi inscritti in essa, 
ed essere ancor limite di questi solidi il cono 
che ha la hase uguale alla superficie descritta 
dalla semicirconferenza ABDEF, e la cui altez- 
za è quanto il raggio CA. Laonde la sfera ge- 
nerata dal semicerchio ABDEF sarà uguale al 
cono la cui hase è uguale alla superficie di co- 
testa sfera, e l’altezza al raggio CA. Sicché ogni 
settore sferico pareggia ec. C. B. D. 

COR. I. Dunque la sfera è ad un suo setto- 
re , come la superficie della sfera alla superfi- 
cie sferica del settore (prop. 11. XII. ). Ma la 
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superficie della sfera è alla superficie sferica diti 
settore, come il diametro della sfera all’altezza 
di quel segmento sferico che fa parte del set- 
tore ( cor. i.prop. 16 . slrch. ). Dunque come la 
sfera è al suo settore, così il diametro della 
sfera è all’altezza del segmento sferico che fa 
parte di questo settore. 

COR. II. Essendo la superficie del la sfera quadru- 
pla d’un suo cerchio massimo (corprop.i 5 .Arch.), 
nc sieguc esser la sfera quadrupla di quel co- 
no che ha per base un cerchio massimo di det- 
ta sfera, e per altezza un di lei raggio. 

P R 0 P. XVIII. T E O R. 

Ogni segmento sferico pareggia un cono che 
ha per base il cerchio descritto coll’ al- 
tezza del segmento , e la cui altezza è la ri- 
manente porzione del diametro accresciuta 
ilei raggio della sfera. 

Sia ABD (Jig. 8 o.) il semisegmento circolare, 
che girando intorno ad AD descriva il segmento 
sferico. Dico un tal segmento sferico pareggia- 
re il cono che ha per base il cerchio del rag- 
gio AD, e* per altezza la DC accresciuta di EA. 

Si congiunga il raggio BE , c dal punto B 
agli estremi A, C si tirino le 15 A , BC. E poi- 
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clic il cerchio che ha per raggio la retta AB 
è uguale alla superficie sferica descritta dall'ar- 
co AB (scol. prop. 16. Ardi.), sarà il cono che 
lia per base il cerchio del raggio AB, c per 
altezza EA uguale al settore sferico generato 
dalla rivoluzione del settore circolare ABE in- 
torno ad AE ( prop. prec. ). Ma perchè il qua- 
drato di AB e uguale 'ai quadrati di Bl), e di 
AD (prop. 4 j- /. ), anche il cerchio che ha 
per raggio AB sarà uguale ai cerchi descritti 
co’ rispettivi raggi BD , DA (prop. 2. XII. ) : 
onde il cono che ha per base il cerchio del 
raggio AB, c per altezza AE, sarà uguale ai 
due coni che hanno la medesima altezza AE , 
e le basi de' quali sono respcttivamcnte il cfVr 
chio del raggio BD, e ’i cerchio del raggio AD 
(prop. fi. XII.). Per la qual cosa il settore sfe- 
rico , generato dalla rivoluzione del settore cir- 
colare ABE intorno ad AE , sarà uguale alla 
somma de' due coni che hanno j>er altezza co- 
mune la EA , e de’ quali uno ha per base il 
cerchio del raggio BD , c l’altro ha per base 
il cerchio del raggio AD. Tolgasi di comune il- 
cono descritto dal triangolo BDE intorno a Dii; 
rimarrà il segmento sferico generato dalla ri- 
voluzione del semisegmento circolare ABD in- 
torno ad AD, uguale a due coni , uno de’ qua- 
li ha per base il cerchio del raggio AD e per 
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altezza AE, e l’altro ha per base il cerchio del 
raggio BD e per altezza DA. Ora essendo, a 
ragion della perpendicolare BD abbassata sul 
diametro AG dal vertice B dell’angolo retto ABC, 
come CD a DA, così il quadralo di BD al qua- 
dralo di AD ( cor. prop. 8. VI.~) ; sarà ezian- 
dio come CD a DA , così il cerchio che ha per 
raggio BD al cerchio che ha per raggio AD : 
quindi il cono che ha per base il cerchio del 
raggio BD , c per altezza DA , sarà uguale al 
cono che ha per base il cerchio del raggio DA, 
e per altezza DC ( prop. t5. XII. ). Laonde il 
segmento sferico descritto dal semisegmento cir- 
colare ABD intorno ad AD, sarà uguale a due 
coni che hanno per comune base il cerchio del 
raggio AD, e le altezze de’ quali sono respet- 
tivaniente DC, ed EA. Ovvero, il segmento sfe- 
rico descritto dalla rivoluzione del semisegmen- 
to circolare ABD intorno ad AD, è uguale al 
cotto solo che ha per base il cerchio del rag- 
gio AD, e la cui altezza è la rimanente por- 
zione CD del diametro accresciuta del raggio 
EA della sfera. Sicché ogni segmento sferico 
pareggia cc. C. B. D. 

Def. 6. Un cono retto ed un cilindro retto 
si dicono equilateri , se uno de’ loro lati è ugua- 
le al diametro della loro base. 
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Se dal vertice di un triangolo equilatero al- 
la base si tiri la perpendicolare, ed intorno a 
questa si faccia girare il detto triangolo; il so- 
lido, che in siffatta rivoluzione si descrive, sa- 
rà un cono equilatero. 

E se pe’ punti medii di due lati opposti di un 
quadrato si lasci passare una linea retta , ed in- 
torno a questa si faccia girare il detto quadrato , 
il solido, che in siffatta rivoluzione si descrive, 
sarà un cilindro equilatero. 

Dcf. 7. Tre grandezze sono in proporzione ar- 
monica, se la massima di esse stia alla minima, 
come l’eccesso della massima sulla inedia all’ ec- 
cesso di questa sulla minima. 

I numeri 6, 4 j 5 sono in tale relazione ; per- 
ciocché stà 6:3:: 6 - 4 : 4-5:: ( 2 : 1 ). 

PROP. XIX. T E O II. 

Il cilindro sta alla sfera cui è circoscritto , in 
ragion sesquialtera, cioè come 3 a 2 ; e la 
superficie intera di questo cilindro è alla su- 
perficie sferica nel medesimo rapporto. 

Perciocché la base del cilindro circoscritto è 
uguale ad un cerchio massimo , e 1’ altezza al 
diametro della sfera; sarà un tal cilindro tri- 
plo del cono che ha per base il detto cerchio 
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massimo, e por altezza il diametro della sfera 
( prop. io. XII.) ; e quindi sestuplo del cono 
che ha per base il cerchio massimo, e pef al- 
tezza il raggio della sfera. Ma di questo medesimo 
coiìo è quadrupla la sfera (cor. n.prop.iy.Arch .) : 
dunque il cilindro circoscritto alla sfera è alla 
sfera, come G a 4> ossia come 5 a 2 . 

In secondo luogo , essendo la superficie con- 
vessa del cilindro ad una delle sue basi, come 
il doppio lato del cilindro al raggio della base 
( prop . 3. Arch. ) ; sarà la superficie convessa ilei 
cilindro circoscritto alla sfera quadrupla delia 
sua base , cioè quadrupla d’un cerchio massimo 
della sfera: onde, aggiuntevi le due basi, l’intera 
superficie del cilindro circoscritto sarà sestupla 
d’ un cerchio massimo della sfera. Ma di questo 
medesimo cerchio è quadrupla la superficie sfe- 
rica ( cor. prop. la. Ardi. ) : dunque la superfi- 
cie intera del cilindro circoscritto alla sfera è 
alla superficie sferica, come G a 4> ossia come 
5 a 2 . C. 13- D. (*). 

(*) Il grande Archimede si compiacque tanto del rap- 
porto scsquiallcro elio il cilindro circoscritto alla sfera 
serba a questa, sì per rispetto alla solidità come per ri- 
spetto alla superficie intera, clic volle ne fosse scolpita 
la figura su la sua tomba. E Cicerone, essendo questore 
in Sicilia , mentre con premura ue cercava il sepolcro, 
a questo segno lo riconobbe fra i rovi c le spine, c lo 
mostrò ai di lui compatrioti!. 
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COR. Essendo la sfera due terzi del cilindro 
circoscrittole , se da questo quella si tolga , iL 
concavo sfcro-cilindrico che rimane sarà un terzo 
del detto cilindro; e perciò uguale al cono che 
ha per base il cerchio massimo, e per altezza 
il diametro della sfera. 

P R O P. XX. T E O R. 

La sfera è al cilindro equilatero inscritto in 
essa , come la quadrupla diagonale di un 
quadrato al triplo suo lato; ma la super- 
fìcie sferica è alla superficie intera di detto 
cilindro , come 4 a 3. 

Rappresenti DPIIEKQ (fìg.8i .) un cerchio mas- 
simo della sfera, e P1IKQ il quadrato inscritto 
in esso; dalla cui rivoluzione intorno al diametro 
DE, perpendicolare a ciascheduna delle PQ ed 
HK , si generi il cilindro equilatero inscritto 
nella sfera; e si congiungano i raggi CQ, Gli. 

Per la perfetta uguaglianza de’ triangoli CMQ, 
CMI ( prop ■ 4 • /• ) sarà l’angolo MCQ uguale 
all’angolo 11CN ; onde la I1C è per dritto alla 
CQ. E poiché il quadralo di I1Q è uguale ai 
quadrati di 11K e di KQ {prop. 4q. 1.) ; ed é 
il quadrato di I1K uguale al quadrato di KQ; 
sarà dunque il quadralo di 1IQ doppio del quadrato 

14 
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«li - FI K : c perciò il cerchio clic ha per diametro 
HQ, cioè il cerchio massimo delia sfera, è doppio 
del cerchio che ha per diametro 11K, vale a dire, 
della base del cilindro inscritto (prop. a. XII. ). 
Per la qual cosa essendo questo cilindro uguale 
al cono che ha per base il cerchio del raggio 
UN e per altezza la tripla IIP (prop. io. XII.), 
sarà eziandio uguale al cono che ha per base 
il cerchio del raggio C1I, e per altezza tre metà 
di HP. Ma la sfera generata dal semicerchio 
DPHE intorno a DE è uguale al cono che ha 
per base il cerchio di GII, e per altezza la 
doppia I1Q ; ed i coni clic hanno la medesima 
base, sono tra loro come le a\iezT.e(prop.i4-XII.). 
Dunque la sfera è al cilindro inscritto, come il 
duplo di IIQ a tre metà di HP, ovvero, dupli- 
cando i termini di questa ragione, come la qua- 
drupla diagonale del quadrato al triplo suo lato. 

Inoltre, essendo la snpeificie convessa del ci- 
lindro equilatero inscritto nella sfera quadrupla 
della sua base (prop. 3. si rch.)\ sarà la super- 
ficie intera di un tal cilindro sestupla di una 
del!» sue basi, e quindi tripla del cerchio mas- 
simo della sfera. Imperciocché si è dianzi di- 
mostrato essere la base del cilindro inscritto 
nella sfera metà del cerchio -massimo di questa. 
Ma la superficie sferica è quadrupla del suo 
cerchio massimo : dunque la superficie della sfe- 
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ra c alla superfìcie intera del cilindro inscritto, 
come 4 a 3 . C. B. D. 

COR. I. Essendo il cilindro alla sfera cui è 
circoscritto , come 5 a 3 ; c la sfera al cilin- 
dro inscritto, come quattro diagonali di un qua- 
drato a tre suoi lati ; sarà il cilindro circoscritto 
al cilindro inscritto, in ragion composta di 5 a 
2 e di quattro diagonali di un quadrato a tre 
suoi lati, cioè, come 13 diagonali di un qua- 
dralo a G lati: ovvero, dividendo per 12 i ter- 
mini di questa ragione , come la diagonale di 
un quadrato alla mèta del suo lato. t 

COR. II. E dunque incommensurabile sì il 
rapporto della sfera al cilindro inscritto, clic il 
rapporto di questo al cilindro circoscritto : ma 
non è così delle loro superfìcie. 

COR. III. Imperciocché essendo la superficie in- 
tera del cilindro circoscritto alla superficie della 
sfera, come G a 4 ( prop.t y.Arch , .); e la superfìcie 
sferica alla superficie intera del cilindro inscritto, 
come 4 a 5 , ne sicguc, che, se ad una medesima 
sfera si circoscriva un cilindro equilatero ed un 
altro se nc inscriva, la superficie intera del ci- 
lindro circoscritto, la superficie sferica c la 
superficie intera del cilindro inscritto sono tra 
loro, come i numeri 6, 4, 5 ; cioè in propor- 
zione armonica. 
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P R 0 P. XXI. T E O R. 

// cono equilatero è alla sfera cui è circo- 
scritto nella ragione di t) a 4 > e la superfi- 
cie intera di detto cono e la superficie sfe- 
rica hanno tra loro il medesimo rapporto. 

Rappresenti FAIEN (fig- 82 .) un cerchio massi- 
mo della sfera, ed ABD sia un triangolo equila- 
tero circoscritto a .questo cerchio. La linea retta 
AC, la quale unisce il vertice A del triangolo BAD 
e ’J centro C del cerchio, prolungata incontrerà la 
BD nel punto E del contatto , e le sarà per- 
pendicolare. Imperciocché , congiunti i raggi 
CM, CN, saranno perfèttamente uguali i trian- 
goli MAC, Pi AC, come quelli che hanno le 
condizioni della prop. 4* Eh L, e quindi l’an- 
golo MAC è uguale all’ angolo CAN. Per la qual 
cosa essendo i due lati BA, AE del triangolo 
BAE uguali a’ due lati DA , AE del triangolo 
DAE, ciascuno a ciascuno , e contenendo gli 
angoli uguali BAE, DAE, sarà 1’ angolo AEB 
uguale all’ angolo AED. Dunque la linea retta 
AE è perpendicolare alla BD , e quindi l' in- 
contro loro esser dee nel punto E del contatto 
(prop. 18. III.). Il triangolo dunque ABD gi- 
rando intorno ad AE nel medesimo tempo che 
il . semicerchio FME , descriverà intorno alla 
sfera un cono equilatero. 
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E poiché BE è mela di -BA , sarà il quadrala 
di BE quarta parte del quadrato di BA. Ma il 
quadrato di BA è uguale ai quadrali di AE,e 
di BE (prop. 4 y. I. ): dunque il quadrato di AE 
è tre quarti del quadrato di BA. Onde il qua- 
dralo di B E sarà un terzo del quadrato di AE, 
cd il cerchio del raggio BE eziandio un terzo 
del cerchio che ha per raggio AE (prop. a. XII. ). 
Ma perchè AE è uguale al triplo raggio CE , 
sarà il cerchio del raggio AE nonuplo del cer- 
chio che ha per raggio CE , cioè nonuplo d’un 
cerchio massimo della sfera ; ma il cerchio di 
BE è un terzo del cerchio di AE: dunque il 
cerchio di BE, che serve di base al cono cir- 
coscritto , è triplo d’ un cerchio massimo della 
sfera. Il perchè essendo la base del cono circo- 
scritto tripla d' un cerchio massimo della sfera, 
e l’altezza di quello tripla del raggio di questa; 
saia il detto cono circoscritto nonuplo del cono 
che ha per base il cerchio massimo, e per al- 
tezza il raggio della sfera (potendosi facilmente 
provare coU’ajuio delle prop. 11. e 14. del XII. 
lib. che i coni sono tra loro in ragion composta 
delle basi e delle altezze). Ma di questo medesimo 
cono è quadrupla la sfera (cor.a. prop. ij. Arch.y. 
dunque il cono equilatero è alla sfera cui è cir- 
cosrrilio , nella ragione di g a 4 - 
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la secondo luogo, la superficie convessa del cono 
circoscritto è doppia della sua Las c (prop.5 .si re h.)-, 
ma la base di questo cono è tripla d’ un cer- 
chio massimo della sfera : dunque la detta su- 
perficie convessa è sestupla di un cerchio mas- 
simo della sfera ; del quale nc sarà in conse- 
guenza nonupla la superficie intera del detto cono. 
Ma la superficie della sfera è quadrupla d’ un 
suo cerchio massimo: dunque la superficie in- 
tera del cono equilatero circoscritto alla sfera è 
alla superficie sferica, come g a 4- (*)• C. B. D. 

(*) Che 1’ altezza del triangolo equilatero sia triplo 
del raggio del cerchio a cui è circoscritto , è una ve- 
rità che deriva immediatamente da una noia proprietà 
del triangolo suddetto : cioè , se da un punto preso 
entro un triangolo equilatero si abbassino su i lati di 
questo le respettivc perpendicolari, la sommà loro sarà 
uguale all’ altezza del triangolo. Ed in vero , dal punto 
E ( fig-S'3.') preso entro il triangolo equilatero ABC si 
abbassino su i lati AB , BC , CA le perpendicolari EG, 
EF, EH; e si congiungano le AE , BE, CE. I trian- 
goli ABE , BEC , CEA avendo uguali le basi , saranno 
insieme presi uguali a quel U'iangolo che ha per base 
la loro base comune , c per altezza la somma delle loro 
altezze. 31a il triangolo ABC è uguale ai triangoli ABE, 
BEC , CEA , cd ha per base la loro comune base BC. 
Dunque 1’ altezza AD del triangolo ABC è uguale alla 
somma delle tre perpendicolari EG , EF , EI1. Le 
quali , nel caso nostro {fig- Sa.") , sono appunto i tre 
raggi CM , CE , CN del cerchio MEN. 


Digitized by Google 



COR. Dal presente teorema, e da quel clic si 
è dimostralo nella prop. 1 g. si rileva, clic, se ad 
una medesima sfera si circoscrivano un cono ed 
un cilindro equilateri, questi tre corpi rotondi, 
cioè il cono, il cilindro e la sfera sono tra loro, 
come i numeri g, C, 4> vale a dire, in una 
continua ragione sequia Itera , sì per le loro so- 
dila die per le loro superficie intere. 

r li O P. XXII. TKOR. 

La sfera è al cono equilatero inscritto in essa, 
come 3 a a g\ e la superficie sferica è alla 
superficie intera ili detto cono, come i 6 a g. 

Rappresenti MEN (Jig. 82 .) un cerchio mas- 
simo della sfera; ed FGH sia il triangolo equi- 
latero inscritto in esso , dalla cui rivoluzione in- 
torno al diametro FE, perpendicolare alla base 
(ìli ilei detto triangolo, si generi il cono equi- 
latero inscritto nella sfera ; e si congiunga il 
raggio CG. 

E poiché il quadrato di GK è uguale al ret- 
tangolo EKF , e’1 quadrato di FG è uguale al 
rettangolo EFK ( cor. prop. 8 . VI. ) ; sarà il ret- 
tangolo EKF quarta parte del rettangolo EFK, sic- 
come il quadralo di GK è quarta parte del qua- 
drato di FG. Ma il rettangolo EFK è uguale al rei- 
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tangolo EKF ed al quadrato di FK (prop.3. IL): 
dunque il rettangolo EKF sarà terza parte del 
quadrato di FK , e quindi EK è terza parte di 
JKF ; perciocché come il rettangolo EKF al qua- 
drato di FK, così sta EK a KF (prop. t. V I. ). 
Il lato dunque del triangolo equilatero taglia 
dal diametro I’E la quarta parte KE. Ciò pre- 
messo , il quadrato di CG è uguale ai quadrati 
di GK e di KC (prop.4?- !•)', ma il quadrato 
di KC è quarta parte del quadrato di CG: dun- 
que il quadrato di GK è tre quarte parli del 
quadrato di CG. Laonde il cerchio di GK, che 
serve di base al cono inscritto nella sfera, è tre 
quarti del cerchio massimo della medesima sfera. 
Ma 1’ altezza FK di questo cono è ancor tre 
quarti del diametro , ovvero sci quarti del rag- 
gio; dunque il cono inscritto nella sfera è al 
cono che ha per base il cerchio massimo e per 
altezza il raggio della sfera , come a 1 . Ma 
la sfera è al cono che ha per base il cerchio mas- 
sima e per altezza il di lei raggio , come 4 a 1 
(cor.z.prop. ij.strch.'). Laonde la sfera è al co- 
no equilatero inscritto in essa , come 4 a Hi 

0 come 4 a {) ° finalmente, moltiplicando per 8 

1 termini di questa ragione, come 5a a q. 
Inoltre , la superficie convessa del cono equi- 
latero inscritto è dupla della sua base; ma questa, 
come si è dimostrato, c tre quarti del cerchio 
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massimo della sfera: dunque la delta superfìcie 
intera del cono inscritto sarà nove quarti del 
cerchio massimo della sfera. Ma la superficie 
sferica è quadrupla del suo cerchio massimo 
( scol.prop . < 5 . Arch.')\ dunque la superficie della 
sfera è alla superficie intera del cono equilatero 
inscritto, come 4 a ovvero , moltiplicando per 
4 i termini di questa ragione, come 16 a 9. 

COR. I. Essendo il cono equilatero alla sfera 
cui è circoscritto, come g a 4 (prop.'it.slrch.), 
ovvero, come 72 a 52 ; e la sfera essendo al cono 
equilatero inscritto , come 5;2 a g ; sarà ex aequo 
il cono equilatero circoscritto al cono equilatero 
inscritto in una medesima sfera, come 72 a g, 
ovvero, dividendo per g i termini di questa ra- 
gione, come Sai. 

COR. IL Ed essendo la superficie intera del 
cono equilatero alla superficie della sfera cui è 
circoscritto, come g a 4 > ovvero, come 56 a 1G; 
e la superficie della sfera alla superficie del cono 
equilatero inscritto, come 16 a g, ne siegue : 

Che, se ad una medesima sfera si circoscriva 
un cono equilatero ed un altro se ne inscriva, 
le superficie intere di questi tre corpi , cioè la 
superficie intera del cono circoscritto , la super- 
ficie sferica e la superficie intera del cono in- 
scritto sono tra loro, come i numeri 56 , 16, g; 
i quali sono i quadrati de’ numeri 6,4; 3 che 
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costituiscono una proporzione armonica , ed espri- 
mono le relazioni che hanno tra loro la super- 
ficie intera del cilindro circoscritto alla sfera, la 
superficie sferica c la superficie intera del cilindro 
inscritto nella medesima sfera (cor.S.pr. 20 . si rch .). 


Fine de' teoremi scelti di Archimede. 
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M L. problema della quadratura del cerchio di- 
pende dalla conoscenza del rapporto che la 
circonferenza serba al raggio '0 al diametro. 
Imperciocché per mezzo di un tal rapporto 
si potrebbe rinvenire la circonferenza , il rag- 
gio essendo nolo ; e’I cerchio , che è uguale 
al rettangolo della sita circonferenza nella 
metà del raggio , sarebbe uguale al quadrato- 
delia media proporzionale tra le line dimen- 
sioni di questo rettangolo. Ma il rapporto 
della circonferenza al raggio o al diametro 
non si è potuto finora determinare che di una 
maniera prossima alla vera. Per altro V ap- 
prossimazione si è spinta così lungi , * che il 
rapporto esalto non avrebbe sul prossimo un 
/vale vantaggio. 

Arclximcdc il primo, ha provato che il rap- 
porto della circonferenza al diametro è com- 
preso fra 3 }-* e 3 ‘ ' ; quindi il numero 3 y 
ovvero esprime diggià un valore molto pros- 
simo al vero, e che è mollo in uso per la sua 
semplicità. Mezio con una maggiore appros- 
simazione rinvenne pel medesimo rapporto il 
numero ’ ] Pria lui cute altri calcolatori, svi- 
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luppanclolo fino ad un certo ordine di deci- 
mali , hanno trovato 3 , i4t5gv65358 cc.;ed 
hanno avuto la pazienza di prolungarlo sino 
alla cento-ventisettesima , ed anche sino alla 
cento-quarantesima cifra. Egli è evidente che 
una tale approssimazione equivale alla verità. 

Per queste approssimazioni noi ci vaiere- 
mo del metodo di Giacomo Gregory, che senza 
dubbio fra i metodi elementari è uno de’ più 
semplici. 
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DELLA 

MISURA DEL CERCHIO. 


DEFINIZIONI. 

a. Una linea curva è rettificabile , qualora 
con mezzi geometrici si può assegnare una linea 
retta uguale in lunghezza alla curva di cui si 
tratta. Ma si dirà rettificata per approssimazione, 
qualora la linea retta che si assegna , differisce 
per una quantità infinitamente picciola dalla 
lunghezza della curva. 

2 . Una figura curvilinea è quadratile , qua- 
lora si può assegnare un rettilineo uguale alla 
figura curvilinea di cui si tratta. Ma quando si 
assegna un rettilineo la cui superficie differisce 
per una quantità infinitamente picciola dalla figura 
curvilinea , questa si dirà quadrata per appros- 
simazione. 

L E M M A I. 

Ogni poligono regolare inscritto nel cerchio è 
medio proporzionale tra due poligoni , de’ 
quali uno è parimente inscritto nel cerchio 
ed ha la metà del numero de’ lati , l’ altro 
è circoscritto ed è simile a questo. 

Sia AB ( fig . 84 • ) il lato di un poligono re- 
golare inscritto nel cerchio cui appartiene l'arco 
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AMD , c ’l cui centro sia C. Si congiunga il 
raggio CB , e su di esso si abbassi dal punto A 
la perpendicolare All ; la quale si prolunghi , 
sinché incontri l’arco ABD nel punto 1). Final- 
mente si meni per B la tangente EBF al cer- 
chio ; cd i raggi CA, CD si distendano, sinché 
la incontrino ne’ punti E , F. £ chiaro clic il 
poligono del lato AD è inscritto nel cerchio , ed 
ha la meta del numero de’ lati per rispetto al 
poligono del lato AB; ed è chiaro ancora che il 
poligono del lato EF è circoscritto al cerchio, 
ed è simile al poligono che ha per lato AD. 

Ciò premesso, il poligono del lato AD è tatuo 
moltiplico del triangolo AGII, quanto il poligono 
del lato AB è muliiplice del triangolo ABC, e 
quanto il poligono del lato EF è multiplice del 
triangolo ECB. Ma il triangolo ACI1 è al trian- 
go’o ACB, come CH a CB ( prop. /. 151. VI. ) 
ovvero , come CA a CE, per essere simili i trian- 
goli AGII, ECB; ed è poi come CA a CE, così il 
triangolo ACB al triangolo ECB ( prop. /.£l. VI 
Dunque come il triangolo ACH al ttiangolo ACB, 
così il triangolo ACB al triangolo ECB. Ma le 
parti hanno tra loro la medesima ragione clic i 
loro ugualmente multiplici (prop.tS. dun- 

que benanche il poligono del lato Al) è al po- 
ligono del lato AB, come il poligono del lato 
AB al poligono del lato EF. Sicché ogni poli- 
gono regolare inscritto cc. C. B. D. 
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Ogni poligono regolare circoscritto al cerchio 
è quarto proporzionale in ordine alla somma 
di un poligono inscritto simile ad esso e di 
un poligono inscritto che ha la metà del 
numero de' 1 lati , al doppio di questo poli- 
gono , e ad un poligono circoscritto simile 
a questo medesimo. 

S’ intenda fatta la medesima costruzione (fig.85.) 
del lemma precedente , e dai punti A , D si ti- 
rino al cerchio le tangenti AK, DG; e si con- 
giunga la CK. Il poligono del lato KG sarà cir- 
coscritto al cerchio, e simile al poligono clic ha 
per lato AH. 

I triangoli ACK , BCK avendo tre lati uguali 
a tre lati, ciascuno a ciascuno, avranno ancora 
uguali gli angoli ACK, BCK ( prop. 8. HI. I. ) ; 
e perciò come EC a GB o alla sua uguale CA, 
cosi EK a KB (prop. 3. HI. VI. ). Ma come 
EC a CA , così il triangolo ECB al triangolo 
ACB (prop. t. HI. VI. ) , ovvero per lo lemma 
prec., così il triangolo ACB al triangolo AGII; 
e come EK a KB , così il triangolo ECK al 
triangolo KCB ( prop. /. HI. VI. ). Adunque 
come il triangolo ACB al triangolo ACII , così 
il triangolo ECK al triangolo KCB. E compo- 


Digitized by Google 


224 

ncndo , sarà come il triangolo ACB insieme eoi 
triangolo ACH al triangolo ACH , così il trian- 
golo ECB al triangolo KCB. Ma il triangolo 
Adi è al suo doppio ACD, come il triangolo 
KCB al suo doppio KCG : dunque, per egua- 
lità , come il triangolo ACB insieme col trian- 
golo ACH è al triangolo ACD , così il triango- 
lo ECB al triangolo KCG. Or il poligono del 
lato AB insieme col poligono del lato AD è 
tanto mulliplice del triangolò ACB e del trian- 
golo ACH , quanto il doppio poligono del lato 
AD è mulliplice del triangolo ACD ; e simil- 
mente il poligono del lato EF è tanto multi- 
plice del triangolo ECB , quanto il poligono 
del lato KG è mulliplice del triangolo KCG. 
Per la qual cosa dovendo essere gli ugualmente 
mulliplici proporzionali , come lo sono le parti 
loro (prop./8.f\'); sarà il poligono del lato AB 
insieme col poligono del lato AI), come il poligo- 
no del lato EF al poligono del lato KG. Sicché 
ogni poligono regolare circoscritto cc. C. B. D. 

PROBLEMA. 

Ritrovare il rapporto prossimo della 
circonferenza al diametro. 

Si ponga il raggio del cerchio uguale a j , 
sarà uguale a 1 il di lui quadrato; il quadrato 
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inscritto sarà a , e ’l quadralo circoscritto 4. Si 
ritrovi il medio proporzionale fra il quadrato 
inscritto e ’l circoscritto, cioè estraendo la radice 
quadrata da 8; si avrà a , 8284271 , die, giusta 
il lemma I., sarà l’ottagono inscritto. In ordine 
alla somma di 2, 8284271 c 2, al doppio del 
quadralo inscritto 2 , ed al quadrato circoscrit- 
to 4 si ritrovi il quarto proporzionale , clic è 
3 , 5 i 57 o 85 ; si otterrà in tal modo, giusta il lem- 
ma II. , l’ ottagono circoscritto. Tra 1 ’ ottagono 
inscritto 2, 8284271, c l’ottagono circoscritto 
3 , 5 i 57 o 85 si ritrovi il medio proporzionale 
5 , 0614674; si avrà la figura di sedici lati in- 
scritta. E se in ordine alla somma della lìgura 
ili sedici lati inscritta e l’oUagono inscritto, al 
doppio di questo , ed all’ ottagono circoscritto si 
ritrovi il quarto proporzionale 3 , 1826979 ; si 
otterrà la figura di sedici lati circoscritta. In 
seguilo questi poligoni di 16 lati serviranno a 
conoscere quelli di 32 , e si continuerà così, 
finché il calcolo non dia più differenza tra i po- 
ligoni inscritto e circoscritto , almeno sino ad 
urta certa cifra decimale , die è la settima iti 
questo esempio. Arrivato a questo punto si con- 
chiuderà che il cerchio è uguale ad uno di sif- 
fatti poligoni; perciocché il cerchio è sempre 
compreso tra il poligono inscritto ed il poligona 
circoscritto: dunque se questi non differiscono ir» 

i5 


as6 

loro sino ad una certa cifra decimale, il cerchio 
non vi differirà tampoco sino alla medesima cifra. 

Ecco il calcolo di questi poligoni continuato 
in modo , che non differiscano più ira loro sino 
alle parti dieci-milionesime. 

Fumerò dilati. Poligono inscritto. Poligono circoscritto. 


4 . . 

. 2, 0000000 . . 

4 . 0000000 

8 . . 

. 2, 8284271 . . 

5 , 3 i 57 o 85 

lfi . . 

. 5 , 0614674 . . 

3 , 1825979 

3 a . . 

. 5 , 1214451 . . 

5 , 1517249 

04 . . 

. 5 j 1565485 . . 

5 , 1441184 

1 28 . . 

. 5 , i 4 o 55 ii . . 

3 , 1422256 

a 56 . . 

. 5 , 1412773 . . 

5 , 1417504 

5 ia . . 

. 5 j i 4 i 5 i 58 . . 

3 , 1416521 

1024 . . 

. 5 , i 4 i 57 2 9 • • 

5 , 1416025 

2048 . . 

. 5 , 1415877 . . 

5 , i 4 i 5 g 5 i 

4096 . . 

. 5 , i 4 i 5 gi 4 • • 

3 , i 4 i 5 g 53 

8 ig 3 . . 

. 5 , i 4 i 5 g 23 . . 

5 , 1415928 

i 6584 • • 

. 5 , i 4 i 5 g 25 . . 

3 ^ 1415927 

52768 . . 

. S, 1415926 . . 

5 , 1415926 


Il cerchio dunque con un’ approssimazione 
minore di una dicci-milionesiina è uguale a 
3,]4 i 5()^6 del quadrato del raggio, il quale, nel 
nostro esempio, si è posto uguale a L. Poiché 
il cerchio è uguale al triangolo clic ha per base 
la circonferenza e per altezza il raggio , c per 
conseguenza uguale al rettangolo fatto dalla se- 
micirconferenza e dal raggio ; il raggio essendo 
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J, la semicirconferenza è 5 , 1416926 ; ovve- 
ro il diametro essendo i , la circonferenza è 
3 , 1413026. Sicché il rapjiorto prossimo della 
circonferenza al diametro è 3 , J4l5g26 a 1. 

SCOLIO. 

I cerchi essendo tra loro come i quadrati de* 
raggi, stila come 1 a 5 , 1416926, così il quadrato 
di un raggio qualunque al cerchio che gli cor- 
risponde. La superficie dunque di ogni cerchio 
si avrà moltiplicando il quadralo del di lui raggio 
pel numero 3 , 1416926. 

Similmente , le circonferenze de’ cerchi es- 
sendo tra loro come i raggi, ovvero coinè i dia- 
metri, sarà conte 1 a 5 , 1416926, cosi un dia- 
metro qualunque alla circonferenza clic gli cor- 
risponde. La circonferenza dunque di ogni cer- 
chio si ottiene moltiplicando il di lui diametro 
pel numero 3 , 1416926. 

Finalmente , i cerchi essendo tra loro come 
i quadrati de’ diametri , permutando , sarà un 
cerchio al quadralo del suo diametro , come è 
al quadralo del suo diametro il cerchio, il cui 
raggio si è posto'uguale a 1; ma il raggio essen- 
do 1, il cerchio è al quadrato del suo diametro, 
come 3 , 1416926 a 4, 0000000. Dunque ogni 
altro cerchio c al quadrato del suo diametro nei 
medesimo rapporto. 
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APPENDICE 


CONTENENTI 

ALCUNE OSSERVAZIONI SUI POLIEDRI REGOLARI. 


Essendo il poliedio regolare quello le cui facce sono 
poligoni equilateri , equiangoli ed uguali , ed i cui an- 
goli solidi sono tutti uguali fra loro; queste condizioni 
non possono aver luogo clic in un piccini numero di 
tasi , e propriamente non vi possono essere che cinque 
poliedri regolari. 

I. Se le facce sono triangoli equilateri , si può for- 
mare ciascun angolo solido del poliedro con tre angoli 
di questi triangoli, o con quattro , o con cinque: quin- 
di nascono tre corpi regolari, cioè il tetraedro, 1’ ot- 
taedro e 1’ icosaedro. ISon si può formare altro polie- 
dro regolare co’ triangoli equilateri, perché si dovreb- 
bero unire sci angoli di questi triangoli per la forma- 
zione di ciascun angolo solido del poliedro in quislio- 
nc; Io clic non può farsi , essendo sci angoli de’ trian- 
goli equilateri uguali a 4 retti. 

II. Se le facce sono de’ quadrati, si possono unire i 
loro angoli tre a tre; e ne risulta l’esaedro ossia il cubo. 
Rou è possibile di costruire con dei quadrati altri corpi 
regolari, perchè dovrebbero unirsi gli angoli de’ qua- 
drati quattro a quattro , cinque a cinque , ce. per co- 
stituire ciascun angolo solido de’ poliedri in quistioilc ; 
ma ciò non può essere , essendo già quattro angoli de’ 
quadrali uguali a quattro rul'i. 
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III. Se le facce sono de’ pentagoni regolari , si pos- 
sono unire altresì i loro angoli tre a tre; c ne risulta il 
dodecaedro. Ma non si può costruire altro poliedro re- 
golare con siffatti pentagoni , poiché quattro angoli di 
questi sono maggiori di quattro retti. In effetti , tutti 
gli angoli di un pentagono, come è chiaro dal Cor. I. 
prop. 3a. £1. I. , sono uguali a 6 retti , e quindi cia- 
scun angolo di un pentagono regolare e 6/5 di un ret- 
to : onde quattro di essi valgono 34/5 di un retto, cioè 
4 retti e 4/5. 

Non si può andar piu lungi ; poiché con tre angoli 
di un esagono regolare non si può costituire un angolo 
solido, essendo tre angoli del detto esagono uguali a 4 
retti ; e molto meno si può costituire 1’ angolo solido 
con tre angoli di un ettagono regolare , essendo tre an- 
goli di questo maggiori di 4 retti. 


Digitized by Google 



'Avvertasi che la circonferenza del semicer- 
chio , nella fig. j 6 . , doveasi dividere in sei 
parti uguali , in vece di quattro , come nella 
fig. susseguente. Ciò sia detto per una certa 
regolarità , chè , quanto allo spirito della 
dimostrazione non evvi niente di sconcio. 
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ERRORI. 

Ver. 

3l 

7 la BEC 

47 

22 prespicuum 

5a 

10 I1U 

56 

5 retta AB, 

6t 

e ’l dato 
17 DG 

84 

26 FG 

148 

4 TB 

ibidem 

7 TB 

i5a 

a3 in un’ altra 

j 33 

10 conciosiacchc 

ibidem 

18 qualiilatcro 

i 5 g 

20 raggio 

174 

2 BMC 

177 • 

19 prop. 1. 

ao8 

18 { cor. prop. 

224 

io. Archi) 

19 del lato AD, 


conte 


CORREZIONI. 

pongasi AE uguale ad 
AD, e la BEC 
perspicuum 
HV 

reità AB {fig. 27. ) , 
c ’l dato 
DE 
DG 
TP 
TP 

nell' altra 
conciosiaehè 
quadrilatero 
loro raggio 

BFC 

prop. 2. 

( cor. prop. / 5 . Arch. ) 

del lato AD al dop- 
pio poligono del lato 
AD , come 



• A. S. E. Rev. Il Vescovo di Castellammare , Presi- 
dente della Pubblica Istruzione — Signore — 11 Tipo- 
grafo Carlo Calanco desidera stampare i libri XI. , e 
XII. degli Elementi di Euclide , tradolli dal Sacerdote 
D. Lorenzo Fazzini coll’aggiunta de’ Teoremi scelti di 
Archimede, e la misura del Cerchio, chiede perciò le 
provvidenze opportune, e l’avrà ec. — Presidenza della 
Giunta per la pubblica Istruzione — A dì 8 Febbmjo 
l8%5. — 11 Regio Revisore Signor D. Diagio Rubali 
avrà la compiacenza di rivedere 1’ Opera soprascritta , 
e di osservare se vi sia cosa contro la Religione , ed i 
dritti della Sovranità. — Il Deputato per la Revisione 
de’ libri — Canonico Francesco Rossi. — Eccellali. , e 
Rcvcrend. Signovc — La traduzione della Geometria so- 
lida di Euclide fatta da esperta mano nel nostro Idioma, 
c che oggi dal nostro Tipografo Signor Calanco si vtiol 
rendere di pubblica ragione , mi sembra utilissima per 
la Gioventù studiosa. Stimo , che possa permettersene 
la stampa. — Napoli /8 Febbmjo l8z>5. — 11 lugio 
Revisore Biagio Ruberei. — Napoli 22 Fcbbrxtjo 1822 — 
Presidenza della Giunta per la Pubblica Istruzione. — 
Veduta la domanda del Tipografo Carlo Calanco , con 
la <[ualc chiede di stampare i Libri XI. , e Xll. degli 
Elementi di Euclide , tradotti dal Sacerdote 1). Lo- , 
ronzo Fazzini coll’aggiunta de’ Teoremi scelti di Ah- , 
cniMEDE, c della misi ha del Cerchio. — Visto il favorevole 
rapporto del Regio Revisore Signor D. Diagio Rubali. — 

Si permette , clic 1’ indicala Opera si stampi , però 
non sì pubblichi senza 1111 secondo permesso , che non 
1 ,* si darà , se prima lo stesso Regio Revisore non avrà 

attcstato di aver riconosciuta nel confronto uuifuruie la 
impressione all’ originale approvalo. 

Il Presidente — 51. COL ANGELO. 

Segr. e Membro della, (li et 1 1 1 za — Loreto Atuuzzese. 
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